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Ayudantia 1
Logica y Demostraciones

Version del dia lunes 27 de junio de 2022 a las 14:21 (GMT -4)

1.1. Expresion algebraica v/s Proposicion Logica

Una expresion algebraica se suele definir como una combinacién de términos numéricos
y términos literales que representan simbdélicamente a una cantidad variable (es decir, que puede
tomar muchos valores segun el caso). Es la forma de generalizar una relacién o patrén numérico
presente en una secuencia de nimeros.

El tratamiento de una expresion algebraica (es decir, la transformacién de una expresién
algebraica en otra equivalente) se suele hacer mediante ecuaciones algebraicas, en las que se
conectan dos expresiones algebraicas mediante la igualdad (que corresponde a una relacion de
equivalencia entre expresiones algebraicas). Ahondaremos en esto Ultimo mas adelante.

En tanto, una proposicion légica se suele definir como una afirmacién (no necesaria-
mente matematica) que es susceptible de contar con un valor de verdad. Esto quiere decir que
la proposicion puede ser verdadera o falsa. Este valor de verdad puede ser fijo (proposicion
atomica o compuesta) o variable (funcién proposicional). Un ejemplo pertinente de proposicion
podria ser, justamente, una ecuacion algebraica (deberia ser verdadera en el contexto en que
se desarrolla).

Es posible formar nuevas proposiciones a partir de otras mas simples, mediante conec-
tivos logicos (negacion, disyuncion, conjuncion, implicacién, bicondicional, etc.). Asimismo, el
tratamiento de las proposiciones légicas se suele hacer mediante algebra proposicional, co-
nectando dos proposiciones ldgicas mediante equivalencia logica.

Asi, es evidente que una expresion algebraica no puede contar con un valor de ver-
dad, por lo que no es correcto conectar expresiones algebraicas mediante conectivos logi-
cos.

1.2. Tautologia v/s Equivalencia l6gica

Una Tautologia es una proposicién que es siempre verdadera, independiente de los va-
lores de verdad de sus componentes. En ese caso, su Tabla de Verdad tendra solamente V' en
todos los casos. No es correcto decir que una proposicion es tautologia cuando se da un
unico caso y se concluye que la proposicion es verdadera en ese caso.

Dos proposiciones légicas se dicen equivalentes cuando ellas tienen igual Tabla de Ver-
dad. Es decir, en los mismos casos se obtiene, respectivamente, el mismo valor de verdad.

Otra definicién dice que dos proposiciones se dicen equivalentes (p = q) cuando
(p < q) es una Tautologia. Notar que en ese caso, la Tabla de Verdad de p sera idéntica a
la de ¢, mientras que la Tabla de Verdad de p < ¢ tendra solamente V' como resultado.
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1.3. Algunas Tautologias

Teorema: Sean p, ¢, r proposiciones, entonces las siguientes proposiciones son Tautologias:

1. pv~p 21. (p=q) = [(p=9 »(¢=p)]
2. ~(pr ~p) 22. (peq) e (~pe~q)

3. p=p 23. [p=(gvr)]=[pr~q) =]
4. (pAp)=p 24, ~ (~p) =

5. (pvp) ep 25. ~(prq) = (~pv~q)

6. [(p=0q) rp]l=4¢ 26. ~(pv q) < (~pA ~q)
7.p=(pvaq) 27. ~(p=4q) = (pPr ~0q)

8 a=wva 28. ~ (p=q) = [(pA ~0) v (an ~D)]
% (pra)=p 29. [~p=(an~q)l=p

10. (pra)=q 30. [[p=a) A (g=r1) A (r=Dp)]

1 (= r@=n]=p=7) = lreanrloer)]

2. [pegdrlgen)]=(per) S-lp=ar~p=alea

13. (pvq) < (¢vp) 2. [p=agr(r=q]=[pvr)=d
14. (prq) < (g A p) 3. [p=(rr]=lp=aq9 (=71
15. [pv (gvr)]<lpvaq vr] 4. [p=(qgvr)]=llp=0q v(p=r)]
16. [pA(gar)]<[(prqg) Ar] 35. [prr)=dql<[p=(r=q)]
7. [pr@vr)l=prgvpar) 36. pAa(pva)=p

18. [pvigrn]<=llpvaalpvr)] 37.pvprg =p

19. (p=q)=(~pva) 38. [(p=a)r ~q=~p

20. (p=q) = (~q=~p) 39. p=aq)=[lpr ~q) = (ra ~71)]

Tomando como ejemplo la Tautologia 19, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= p = g es (lbgicamente) equivalente a ~ p v g (pues sus Tablas de Verdad tienen los mismos
valores en los mismos casos).

"p=q=~pvyq

" p= ¢ <~ p v qes una Tautologia (pues, como los valores de verdad son los mismos en
cada caso, entonces la bicondicional es verdadera en cada caso).

" [p=qgs=~pvygl=T (otambién [p=q==~pvq]=V)

| 1.4. Demostraciones directas

Dentro de los métodos de demostracién aceptados cominmente en el entorno matemati-
Co, se encuentran los siguientes:

1. Demostracion por igualdad: Consiste en tomar uno de los componentes o lados de la
igualdad y desarrollarlo en pasos sucesivos, conectados mediante el signo igual (=). En
este método se conectan expresiones algebraicas, que no poseen valor de verdad.
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Considerando como contexto el curso Matematica Basica, tomaremos como ejemplo
la demostracion de la propiedad: Va, b, c € R [a(b — ¢) = ab — ac].

Demostracion: a(b—c¢) = a[b+ (—c)] Definicién de Resta en R
=ab+a(—c) Distributividad en R
= ab + (—ac) —(ac) = a(—c)
= ab — ac Definicion de Resta en R

oy [ Va,bce R [a(b — ¢) = ab — ac]

o.

Mientras que al iniciar desde el lado derecho, el desarrollo seria completamente in-
verso; es decir, comprenderia los mismos pasos pero empezando desde el Ultimo hacia
arriba.

2. Demostracion por equivalencia: se comienza por una proposicién que contempla un solo
paso de desarrollo de la expresion algebraica mediante una ecuacion. Luego, se desarrolla
solamente uno de los lados (habitualmente el derecho), mientras el izquierdo permanece
inalterado. Cada uno de los pasos se conecta mediante el simbolo si y sélo si (<).

En este método se conectan proposiciones légicas cuyos valores de verdad (o bien
su tabla de verdad) son idénticas, llegando finalmente a la expresién a demostrar. Para la
demostracion de la propiedad: Va, b, c € R [a(b — ¢) = ab — ac], se tendria:

Demostracion: a(b—c) =alb+ (—c)] Definicion de Resta en R
<~ a(b—c)=ab+a(—c) Distributividad en R
< a(b—c) =ab+ (—ac) —(ac) = a(—c)
<= a(b—c¢) =ab—ac Definicion de Resta en R

oy |Ya,b,ceR [a(b—c¢) = ab— ac]

o.

Nuevamente, al iniciar desde el lado derecho, el desarrollo seria completamente inver-
so; es decir, comprenderia los mismos pasos pero empezando desde: ab—ac = ab+ (—ac).

3. Demostracion por transitividad: este método es muy similar a la demostracion por igual-
dad.

En una primera etapa, se inicia con el lado izquierdo de la igualdad a demostrar (di-
gamos A) hasta llegar a una expresion que no se puede desarrollar mas (digamos B), ya
sea por dificultades de las propiedades a utilizar o por no contar con un argumento para
continuar.

En una segunda etapa, se inicia con el lado derecho de la igualdad a demostrar (di-
gamos C), llegando usualmente a la misma expresién (B) obtenida en la primera etapa.
Luego, por transitividad de la igualdad, como A = By C = B, entonces A = C, conclu-
yendo la demostracion.

Para la propiedad: Va, b, c € R [a(b — ¢) = ab — ac], se tendria:

Demostracion: alb—c) = a[b+ (—c)] Definicién de Resta en R
=ab+ a(—c) Distributividad en R

ab — ac = ab + (—ac) Definicion de Resta en R

=ab+ a(—c) —(ac) = a(—c)

oy [ Va,bce R [a(b — ¢) = ab — ac]

o.
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6 Ldgica y Demostraciones

1.5. Busqueda de una demostracion (BORRADOR)

Este método suele ofrecer dudas respecto de su caracter de demostracién formal, debido
a su enorme similitud con la demostracion por transitividad.

La técnica consiste en partir de la proposicion a demostrar y, mediante equivalencias,
ir trabajando simultaneamente ambos lados de la proposicion hasta llegar a una igualdad eviden-
te. Alli, la buasqueda termina, pues al ser las proposiciones equivalentes y la Ultima de ellas una
verdad evidente, entonces todas las expresiones son verdaderas.

Como no se evidencia la transitividad de la igualdad de forma explicita, se suele decir que
este tipo de demostracién no es valida; sin embargo, la equivalencia de las proposiciones y la
veracidad de la ultima proposicion justifican plenamente la validez de la demostracion.

Para evitar la inquietud, se recomienda presentar esta busqueda con la leyenda BORRA-
DOR v, a continuacién, escribir la demostracion correspondiente usando alguno de los métodos
anteriores. Incluso, se suele aceptar una version resumida de la demostracion (reescrita), consi-
derando que lo esencial de la misma ya se encuentra expresado en el BORRADOR.

En el caso de demostracion de la propiedad: Va, b, c € R [a(b — ¢) = ab — ac], se tendria:

BORRADOR: (b —¢) = ab— ac Definicién de Resta en R
< a[b+ (—¢)] = ab+ (—ac) Distributividad en Ry a(—c¢) = —ac
<= ab+ a(—c) = ab+ a(—c) Igualdad evidente

En este caso, se tienen las siguientes equivalencias: A= B« C =D < FE = E.

En algunos contextos se acepta como demostracion a esta técnica, generalmente en
los cursos de Matematica en la ensenanza superior de pregrado. Sin embargo, para el caso de
este Curso, se sugiere seguir la recomendacion dada (BORRADOR).

1.6. Demostracion por Contrapositivo

En palabras simples, si la afirmacién que buscamos demostrar es p = ¢, entonces esta
afirmacion se reemplaza por ~ ¢ =~ p, que es l6gicamente equivalente.

Ejemplos ilustres:

= Demostrar que una funcion es inyectiva.
Proposicion original: = # y = f(z) # f(y)
Contrapositiva: f(z) = f(y) = x =y

= Demostrar que si un cuadrado de un nimero es par, entonces el nUmero era par.
Proposicién original: p* par — p par
Contrapositiva: p impar — p? impar

Demostracion: p impar — p =2k + 1,ke Z — p?> = 2k +1)? = 4k®> + 4k +1 =
2(2k% + 2k)+1
— p? =2m+1,m =2k’ +2keZ — p®impar o.

1.7. Demostracion por Contradiccion

En algunos casos es muy similar a la demostracion por Contrapositivo, pues para demos-
trar que p = ¢ es verdadero, se reemplaza por demostrar que pAn ~ ¢ =~ p. Notar que en este
caso, se relacionan dos proposiciones de forma explicita.

En el resto de los casos, se busca demostrar que una cierta proposicion ¢ es verdadera.
Se supone que q es falsa y se llega a que alguna proposicién p (verdadera de antemano) seria
falsa. Como eso no es posible, por contradiccion, ¢ sera verdadera.

© EDGARD ALEJANDRO ARAYA CARRENO edgard.araya@usach.cl
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Ejemplos ilustres:
= p?par — ppar

Demostracion: Suponer que y, por contradiccién, que p impar.

= p=2k+1,keZ = p?=(2k+1)> =4k® + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1
— PP =2m+1,m =2k +2keZ — | p° esimpar | (=<).
= (Definicion de resta en R) Dados a,b € R, existe un Unico c € R tal que ¢ + b = a.

Demostracion: (Existencia) Vemos que ¢ = b + (—a) cumple con ¢ + b = a.

(Unicidad) Supongamos que existe otro tal que ¢; + b = a.
Entonces, por transitividad de la igualdad, ¢ + b = ¢; + b. Luego, por Ley Cancelativa (i.e.,

sumar (—b) en ambos lados) se obtiene (=<)

= No existe inverso multiplicativo de 0 € R.

Demostracion: Suponer que si existe 0. Entonces:

— 1-0'=(0+1)- 0" = 1-0"=00"41-0" = 1-0'=1+1-0""

—1-0'-1-0'=1+(1-0"'-1.0"") =0=1+0=[0=1] (=<«)

1.8. Contraejemplo

Es muy raro encontrarse con proposiciones que sean falsas; sin embargo, a veces puede
ser el objetivo explicito de una pregunta demostrar que la proposicion es falsa o bien se espe-
ra ver si el estudiante es capaz de cuestionar la veracidad de una afirmacion sospechosamente
parecida a alguna que conocemos.

Légicamente, estas afirmaciones constan (de forma explicita o invisible) de un cuantifica-
dor universal (para todo V). Su negacion légica seria un cuantificador existencial (existe 3), pues
basta con que un solo caso falle para echar abajo la proposicion.

Ejemplos ilustres:
= Todo nlmero entero impar es primo (falso, pues 9 € Z es divisible por 3, ademas de 1y 9).

» Lafuncién f: R — R, f(x) = 2® esinyectiva (z = 1 ry = —1(z # y) pero f(z) = f(y) = 1).
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Funciones y sus Propiedades

Version del dia lunes 27 de junio de 2022 a las 14:21 (GMT -4)

2.1. Funciones y sus Propiedades

2.1.1. Ejercicios Propuestos

2.1. (Solucion 2.1)Si f: A —- By g: B — C son tales que g o f es sobreyectiva, entonces ¢
es sobreyectiva.

2.2, (Solucion2.2)Sif: A— By g: B — C son tales que g o f es inyectiva, entonces | es
inyectiva.

2.3. (Solucion 2.3) Si f : A - By g : B — A son tales que go f = Id4, entonces f es
inyectiva y g es sobreyectiva.

2.4. (Solucion2.4)Sif: A— Byg: B— Atalque fog = Idg, entonces f es sobreyectiva
y g es inyectiva.

2.5. (Solucion 2.5) Sean A, B, C, D conjuntos novaciosy f: A— B,g: B— C,h:C — D
funciones tales que g o f y h o g son biyectivas. Demostrar que f, g, h son biyectivas.

2.6. (Solucion 2.6) Sean A, B conjuntos, S,7 < By f : A — B una funcion. Demuestre que
si S < T, entonces f'(S) < f~1(T).

HINT: f~1(S) se refiere al conjunto de todas las preimagenes de S, lo que quiere decir que si
re f71(9), entonces f(x) € S.

2.7. (Solucion 2.7) Si f : A— By g: B— C son inyectivas, entonces g o f es inyectiva.

2.8. (Solucion 2.8) Si f : A — By g : B — C son sobreyectivas, entonces go f es
sobreyectiva.

2.9. (Solucion2.9) Si f: A— By g: B— C son biyectivas, entonces g o f es biyectiva.

2.10. (Solucion 2.10) Si entre las funciones fogoh,goho fy ho foghay dos inyectivas y
una sobreyectiva, demostrar que f, g, h son biyectivas.

DEFINICION 2.1. Dada f : A — By A, < A, se define la restriccion de f a A, como
fla, : A1 — Btal que fla, (z) = f().

2.11. (Solucién 2.11) Si f : A — B es inyectivay A, < A, demostrar que f|4, es inyectivay
NO es sobreyectiva.

QEFINICI()N 2.2. Dada f : A — B, se define la restriccion de f a su recorrido como
f:A—Im(A)tal que f(z) = f(x).

2.12. (Solucion 2.12) Si f : A — B es inyectiva, demostrar que fes biyectiva.
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2.1.2. Una solucion para los Ejercicios

2.1. (Ejercicio 2.1) Solucion. Para demostrar que g es sobreyectiva, basta con demostrar que
C < Rec(g). Por hipbtesis, sabemos que g o f es sobreyectiva; es decir, que Rec(g o f) = C.
Entonces, se tiene:

ceC=3acA:(c=go f(a))

(go f(a) = g(f(a))) = c=g(f(a))
(f(a) =be B) = c=g(b)

Entonces, existe b € B tal que g(b) = ¢, por lo que ¢ € Rec(g). Luego, C < Rec(g).
Como ademas Rec(g) < C por definicion de Recorrido, se obtiene Rec(g) = C'y la funcion
g es sobreyectiva. O

2.2. (Ejercicio 2.2) Solucion. f es inyectiva, pues:

fla1) = f(az) = go f(a1) = go f(az)

(HlpéteS|S) = a1 = a2

2.3. (Ejercicio 2.3) Solucion. f es inyectiva, pues si z,y € A, se tiene:

flx)=fly) = gof(x)=go f(y)

(Hipotesis) = =z =y
Ahora, para demostrar que g es sobreyectiva, basta con demostrar que A < Rec(g):

a€ A= f(a)=b AbeB
= go f(a) = g(b) A g(b) € Rec(g)
(Hipotesis) = a = g(b) A g(b) € Rec(g)
= a € Rec(g)

Como ademas Rec(g) < A por definicion de Recorrido, se obtiene Rec(g) = A y la funcion
g es sobreyectiva. O

2.4. (Ejercicio 2.4) Solucion. g es inyectiva, pues si z,y € B, se tiene:

g(x) = g(y) = fog(x) = fog(y)
(Hipotesis) = z =y

Ahora, para demostrar que f es sobreyectiva, basta con demostrar que B < Rec(f):

beB=g(b)=a rac A
— fogb) = f(a) A fla) € Rec(f)
(Hipotesis) = b = f(a) A f(a) € Rec(f)
= b e Rec(f)

Como ademas Rec(f) < B por definicién de Recorrido, se obtiene Rec(f) = By la funcion
f es sobreyectiva. O

2.5. (Ejercicio 2.5) Solucion. Como g o f es biyectiva, en particular es inyectiva y sobreyectiva.
Mismo para h o g.

= Como g o f es inyectiva, por Ejercicio 2.2 se obtiene que f es inyectiva (1).

= Como g o f es sobreyectiva, por Ejercicio 2.1 se obtiene que g es sobreyectiva (2).

= Como h o g es inyectiva, por Ejercicio 2.2 se obtiene que g es inyectiva (3).

= Como h o g es sobreyectiva, por Ejercicio 2.1 se obtiene que h es sobreyectiva (4).

© EDGARD ALEJANDRO ARAYA CARRENO edgard.araya@usach.cl
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De (2) y (3) se obtiene de inmediato que g es biyectiva. Falta demostrar que f es sobre-
yectiva y que h es inyectiva.

Por Contradiccion, suponemos que f no es sobreyectiva. Esto significa que Rec(f) < B
pero Rec(f) # B. Asi, dado b € B — Rec(f), se cumple que para todo a € A es cierto que

b +# f(a) |. Como g es biyectiva, entonces dado b € B, existe un Unico ¢ € C tal que ¢ = g(b).
Como g o f es biyectiva, entonces existe un Unico a € A tal que ¢ = go f(a). Es decir, ¢ = g[f(a)].

Asi, por Transitividad, se obtiene g[f(a)] = g[b]; luego, como g es inyectiva, se concluye
que m , lo que contradice que f no es sobreyectiva. Por lo tanto, f es sobreyectiva (5).

También por Contradiccion, suponemos que h no es inyectiva. Es decir, existen ¢, cs € C
tales que y que h(ci) = h(cs).

Como g es sobreyectiva, existen by, b, € B tales que ¢; = g(b1) Y c2 = g(bs). Como hog
es inyectiva, entonces para todo by, b, € B se cumple h(cy) = h(ca) = hog(by) = hog(by) =
by = bo.

Por otra parte, como g es biyectiva, entonces existe ¢~ : C — By, ademas, g
biyectiva. En particular, g~' es sobreyectiva, por lo que by = g ' (c1) y bo = g~ *(c2). Ademas, g~
es inyectiva, porloque by = by = g (c1) = g (o) = . Esto contradice que h no
es inyectiva, por lo que se demuestra que h es inyectiva (6).

Finalmente, de (1) y (8) se concluye que f es biyectiva, mientras que de (4) y (6) se
concluye que h es biyectiva. O

2.6. (Ejercicio 2.6) Solucion. Suponemos que S T'ysea| z€ f'(9) |.
Por definicién del conjunto f~'(S), se tiene que existe y € S tal que y = f(z). Como
S esta contenido en T, entonces y € T. Entonces, existe y € T tal que y = f(z), por lo que
xze f~(T) |. Como lo anterior es valido para cualquier y, se concluye que f~1(S) < f~1(T).
O

-1 —1

es
1

2.7. (Ejercicio 2.7) Solucion. Como [y g son inyectivas, se tiene que para todo a;, as € A se cum-
ple (f(a1) = f(a2) = a1 = a2) y que paratodo by, bs € B se cumple (g(b1) = g(bs) = by = ba).
Ahora, demostrando lo solicitado para a1, as € A:

g inyectiva f inyectiva
e

go flar) = go flaz) = g[f(a1)] = g[f(a2)] flar) = fla2) "= a1=a
Por lo tanto, se concluye que g o f es inyectiva. O

2.8. (Ejercicio 2.8) Solucion. Como f y g son sobreyectivas, se obtiene que Rec(f) = B y que
Rec(g) = C.

Entonces, go f : A — C es tal que todo elemento f(z) € B tendra su respectivo = € A
(por ser f sobreyectiva) y todo elemento g[f(z)] € C tendré su respectivo f(z) € B (por ser g
sobreyectiva). Luego, todo elemento g[f(z)] € C tendra su respectivo x € A.

Por lo tanto, Rec(g o f) = C'y g o f sera sobreyectiva. O

2.9. (Ejercicio 2.9) Solucion. (Directa) Sean f : A — By g : B — C biyectivas. Hacemos
h:A— Ctalque h(z) = go f(x). Considerar también que g o f(z) = g[f(z)].

i. Inyectividad. Para todo z, 22 € A se tiene:

go f(z1) =go flza) = g[f(z1)] = g[f(z2)] / g inyectiva
= f(x1) = f(z2) / f inyectiva

ii. Sobreyectividad. Demostraremos que C' < Rec(g o f):

zeC
= 3Jye B=Dom(g) : z=g(y) A 3z e A=Dom(f) : y= f(x) / f, g sobreyectiva
= 3Jye B=Dom(g) : z=yg(y) » Jxe A=Dom(go f) : gly] = g[f()]
— 3we A=Dom(go f) : == g[f(x)] / g0 f(@) = glf ()]
= dre A=Dom(go f) : z=go f(z)

Finalmente, como g o f es inyectiva y sobreyectiva, entonces g o f es biyectiva.
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(Indirecta) Como f y g son biyectivas, en particular f y g son inyectivas. Luego, por Ejercicio 2.7,
se concluye que g o f es inyectiva.

Por otra parte, de f y g sobreyectivas se deduce que f y g son sobreyectivas. Luego, por
Ejercicio 2.8, se concluye que g o f es sobreyectiva.

Finalmente, como g o f es inyectiva y sobreyectiva, se concluye que go f es biyectiva. O

2.10. (Ejercicio 2.10) Solucion. Sin perder generalidad (SPG), supondremos que fogoh es
inyectiva, que g o h o f es inyectivay que h o f o g es sobreyectiva.

Como (fog)oh es inyectiva, por Ejercicio 2.2 se obtiene que h es inyectiva. Como ho(fog)
es sobreyectiva, por Ejercicio 2.1 se obtiene que h es sobreyectiva. Por lo tanto, » es biyectiva.

Como (g o h) o f es inyectiva, por Ejercicio 2.2 se obtiene que f es inyectiva. Como &
es biyectiva, entonces existe = y ademas es biyectiva. En particular, = es sobreyectiva. Por
Ejercicio 2.8, se concluye que fog = h~' o (ho f og) es sobreyectiva. Luego, por Ejercicio 2.1,
se concluye que f es sobreyectiva. Por lo tanto, f es biyectiva.

Recordemos que f o g es sobreyectiva. Como h~! es biyectiva, en particular es inyectiva.
Asi, por Ejercicio 2.7, vemos que fog = (f ogoh)oh™! es inyectiva. Luego, se concluye que
f o g es biyectiva. Ademas, a partir de f biyectiva se obtiene f~! biyectiva.

Finalmente, por Ejercicio 2.9, se concluye que g = f ! o (f o g) es biyectiva. O

2.11. (Ejercicio 2.11) Solucion. Como f es inyectiva, entonces para todo a;,as € A se cumple
(f(a1) = f(az) = a1 = az). Si ahora consideramos a3, a4 € A; < A, se debe seguir cumpliendo
lo mismo:

fla,(a3) = fla,(a1) = f(az) = f(as) = a3 = a4

Asi, vemos que f|4, es inyectiva.

Para demostrar que f| 4, no es sobreyectiva, supondremos por Contradiccion que si lo es.
Esto quiere decir que para todo b € B existe a € A; tal que b = f| 4, (a).

Considerando la definicion de f|4,, se tendria que para todo b € B existe a € A; tal que
b = f(a). Asi, se obtendria que Dom(f) = A; (y ya vimos que Dom(f) = A, por lo que esto es
una contradiccion). Por lo tanto, f|4, no puede ser sobreyectiva. O

2.12. (Ejercicio 2.12) Solucién. Es inmediato que f es sobreyectiva, pues Im(A) = Rec(f) =
Rec(f). Ahora, como f es inyectiva, veremos que f también es inyectiva, considerando a;, as € A:

flar) = flas) = far) = f(az) = a1 = ay

Por lo tanto, f es biyectiva. O
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Ayudantia 3
Relaciones

Version del dia lunes 27 de junio de 2022 a las 14:21 (GMT -4)

3.1. Relacioén de Equivalencia

3.1.1. Definiciones

= Dado A x B, se dice que R es una relacion de A en B siR = A x B. Un elemento de la
relacién sera un par ordenado (a, b) € R.

» En general, cuando las relaciones se construyan en A x A, se puede decir que la relacion
es sobre A2 (o incluso a veces se dice, lisa y llanamente, que la relacion es sobre A).

= Cuando el contexto lo permita (cuando se trata de relacién entre elementos y no entre
pares ordenados), se puede reescribir (a,b) € R por aRy.

= Sea R una relacién sobre A? # @. Se dice que R es una relacidn de equivalencia sobre A*
si se cumple:

I. R es reflejaen A%: Ve A? [(z,z) € R]
Il. R es simétricaen A%:Vz,ye A% [(z,y) e R = (y,z) e R]
ll. R es transitiva en A%: Vx,y,z€ A* [(z,y) e R A (y,2) e R = (z,2) e R]

= Cuando una relacion R en A? es refleja, automaticamente su dominio y su recorrido son A.

= Una vez que R en A? es de equivalencia, es posible establecer en A la clase de equiva-
lencia de un elemento x € A:

(T=ldr={ycA: (wyeR}|

3.1.2. ¢Para qué serviran?

m Esta propiedad es muy importante: dos clases de equivalencia son iguales si los ele-
mentos que la generan estan relacionados. Es decir, | [z]r = [yJr < z Ry

= Propiedades importantes de las clases de equivalencia:

« Toda relacidn de equivalencia sobre A% define una particion sobre A.
» Todo elemento de A pertenece a alguna clase de equivalencia.

* La particion de A bajo R es disjunta.

= Se llamara conjunto cuociente de A dado R (y se denota A/R) al conjunto de todas las
clases de equivalencia definidas por R sobre el conjunto A.

12



FUNDAMENTOS DE LA MATEMATICA

13

3.1.3. Un ejemplo de Relacion de Equivalencia:

En Z x Z = 7?2, definimos la relaciéon R por:
2Ry <= 3zeZ(xr—y = 3z) (Congruencia moédulo 3)
Primero, veremos que es una relacion de equivalencia:

I. Resreflejaixa —2=0=3-00€Z) < | (z,z)eR

Il. R essimétrica: (z,y)e R = z—y=32z = y—x=-32=3(—2) = | (y,2)eR

. R es transitiva: (z,y) e R A (y,2)eER = 2 —y=32 Ay—z=23w
= (z—y)+(y—2)=3243w = z—2=3(z+w) (x,2) R

Como R es de equivalencia, podemos determinar las clases de equivalencia:
O = {veZ : (0.y)eR}
— yellg © 0—y=32z «| y=-32
— [0]r ={(0,-32),2€Z} = {...,—9,—6,-3,0,3,6,9,...}

[z ={yeZ: Ly eR}

= yelllg © 1-y=32z «|y=-32+1

— [1lg ={(0,-32+1),2€Z} = {...,—8,—5,-2,1,4,7,10,...}

2lr ={yeZ: (2,y)eR}

— velt o 2-y=3 »[y= 5 77]

= [2lg ={(0,-32+2),2€Z} = {...,—7,—4,-1,2,5,8,11,...}

[3]r = [0]= pues 3 € [0]r (0 bien 3R0).

Asi, las clases de equivalencia definidas por R forman una particién disjunta de Z.

3.1.4. Ejercicios propuestos

3.1. (Solucion 3.1) Sea R una relacion definida en Z por:
(z,y) ER <= xRy <= 3IzelZ(x—y=>52)
. Probar que R es relacién de equivalencia en Z.

a
b. Determinar la clase de equivalencia de 0; es decir, [0]%.

(2]

. Determinar [1]%.

Q

. Determinar [8]%.

3.2. (Solucion 3.2) En N x N se define la relacion R por:
(a,0)R(¢c,d) <= a+d=b+c

a. Probar que R es relacion de equivalencia.

b. Determinar la clase de equivalencia de (1,1); es decir, [(1,1)].
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3.3. (Solucion 3.3) Sea n € N y definimos la relacion R en Z por:
(a,b) e R <= (a—b)es multiplo de n
a. Probar que R es relacion de equivalencia.
b. Determinar la clase de equivalencia de 0; es decir, [0] .
3.4. (Solucion 3.4) En A = Z x (Z — {0}) se define la relacidn:
(a,0)R(c,d) < a-d=b-c
a. Probar que R es relacion de equivalencia.
b. Determinar la clase de equivalencia de (3, 7); es decir, [(3,7)]%.
3.5. (Solucion 3.5) En Q™ se define la relacion R por:
(a,b)eR <= TpeZ : (a-b"' =3P
a. Probar que R es relacién de equivalencia.
b. Determinar la clase de equivalencia de 2; es decir, [2]x.
3.6. (Solucion 3.6) En R x R se define la relaciéon R por:
(a,0)R(c,d) <= d—b=2(c—a)
a. Probar que R es relaciéon de equivalencia.
b. Determinar la clase de equivalencia de (1, 2); es decir, [(1,2)].

3.7. (Solucion 3.7) Sea R una relacion refleja y transitiva definida sobre un conjunto £ = @.
Sobre E se define la relacion S por:

xSy < xRy A yRzx
Demostrar que S es una relacion de equivalencia en E.

3.8. (Solucién 3.8) Suponiendo que R y S son relaciones de equivalencia sobre A2, demos-
trar que R ~ S es relacion de equivalencia.

3.1.5. Una solucion para los Ejercicios

3.1. (Ejercicio 3.1) Solucion.
a. La relacion es refleja, puesz — 2 =0=5-0,0 € Z.

La relacién es simétrica. Dado 2Ry < v —y = 52,2 € Z, se obtiene y —z = —(z — y) =
—(52) = 5(—=2),(—=2) € Z.

La relacién es transitiva. Dados 2Ry = x —y =5p,pe Ze yRz = y — 2z = 5q,q € Z, Se
obtienez —z=z—z+y—y=(r—y)+(y—2)=5p)+ (5¢9) =5(+q),p+ q<Z.

b.[0Jr ={yeZ : yRO}={yeZ : y—0=>5z} = {52,z € Z}.
C.lllr={yeZ : yR1}={yeZ : y—1=52}={yeZ : y=5z+1} = {6z + 1,z € Z}.

dBlr={yeZ : yR8} ={yeZ : y—8=5z} ={yeZ : y=>5z+8}
={yeZ : y=(52+5)+3} ={6(2+1)+3,2z€Z} O

3.2. (Ejercicio 3.2) Solucion.
a. La relacion es refleja, pues (a,b)R(a,b) < a+b=1b+ a.

La relacion es simétrica. Dado (a,b)R(c,d) < a +d = b+ ¢, se obtiene ¢ + b = a + d, de
donde se obtiene (¢, d)R(a, b).

La relacion es transitiva. Dados (a,b)R(c,d) < a+d=b+cy (¢,d)R(e, f) © c+ f = d+e,
se obtiene a+d+f = b+c+fyb+c+f = b+d+e. Portransitividad, se sigue que a+d+f = b+d+e,
de donde sigue a + f = b+ e y se obtiene (a,b)R(e, f)

b. [(1,)]gr ={(z,y) e Nx N : (z,y)R(1,1)} ={(z,y) e NxN : z+1=y+ 1}
={(z,y) eNxN : z=y} ={(z,2),z e N} O
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3.3. (Ejercicio 3.3) Solucion.
a. La relacion es refleja, pues a — a = 0 = n - 0 (es mdltiplo de n).

La relacién es simétrica. Dado (a,b) e R <> a—b =n-p,p € Z, se obtieneb—a = —(a—b) =
—(n-p) =n-(—p),p € Z, de donde se obtiene (b,a) € R.

La relacion es transitiva. Dados (a,b) e R < a—b=n-ppeZy (bc) e R<b—c=
n-q,q € Z,seobtienea—c=a—c+b—b=(a—b)+(b—c)=(n-p)+(n-q) =n-(p+q),p+qeZ.

b.[0Jr ={a€Z : aR0}={a€Z : a—0=n-p,peZ}={n-p,peZ} O

3.4. (Ejercicio 3.4) Solucion.
a. La relacion es refleja, pues (a,b)R(a,b) < a-b=1b-a.

La relacion es simétrica. Dado (a,b)R(c,d) <> a-d =b-c, se obtiene ¢-b = a - d, de donde
se obtiene (¢, d)R(a,b).

La relacion es transitiva. Dados (a,0)R(c,d) < a-d=b-cy (¢,d)R(e,f) < c-f=d-e, se
obtiene (a-d)-f = (b-c)- fyb-(c-f) =b-(d-e). Por transitividad, se sigue que (a-d)-f =b-(d-e),
de donde sigue (a- f)-d=4d- (b-e)y de alli se obtiene a- f = b - e. Por lo tanto, (a,b)R(e, f)

b. [(377)]'R = {((E,y) €Z % (Z_{O}) : (.’L’,y)R(377)} = {(.’L’,y)EZX (Z_{O}) : $7=y3}
={(z,y) e Zx (Z—1{0}) : To =3y}
No se puede hacer mas, pues son enteros!!! O

3.5. (Ejercicio 3.5) Solucion.
a. La relacion es refleja, pues (a,a) e R < a-a ' =1=3"0€eZ.

La relacion es simétrica. Dado (a,b) e R < a-b~! = 37, se obtiene b-a™' = (a- b~ 1)) =
(3°)" 1 =3P —peZ

La relacion es transitiva. Dados (a,b) e R < a-b"! =37y (bc)e R < b-c ! = 3% se
obtienea-c ™t =(a-b71)-(b-ct)=(3")-(39) =3, p+qe .

b.2]lr ={zeQ" : (z,2)eR}={xeQ" : x~2_1=3p}={xe(@+ =23} ={2-3",pe Z}
O

3.6. (Ejercicio 3.6) Solucion.
a. La relacion es refleja, pues (a,b)R(a,b) < b—b=0=2(a — a).

La relacion es simétrica. Dado (a,b)R(¢,d) < d—b = 2(c—a), se obtiene b—d = —(d—b) =
—2(c —a) = 2(a — ¢), de donde se obtiene (¢, d)R(a,b).

La relacion es transitiva. Dados (a,b)R(c,d) < d—b=2(c—a)y (¢,d)R(e,f) < f—d =
2(e—c), seobtiene f—b = (f—d)+(d—b) = 2(e—c) +2(c—a) = 2(e—a). Por lo tanto, (a, b)R (e, f)

b.[(1,2)]r = {(z,y) e R xR : (z,9)R(1,2)} = {(z,y) eR xR : 2—2 =2(1—y)}
={(z,y) eRxR : 2—a2=2-2y} ={(z,y) eR xR : 2y =z}
={2y,9),y e R} O

3.7. (Ejercicio 3.7) Solucion. La relacién S es refleja, pues Sz = zRx A xRz y ya sabemos
que la relacion R es refleja.

La relacion S es simétrica, pues Sy = 2Ry A yRx = yRx A Ry = ySx.

La relacion S es transitiva, pues Sy A ySz = (zRy A yRz) A (YRz A zRy)
= (#Ry AyRz) A (2Ry A yRx).

Como sabemos que R es transitiva, entonces se sigue que Rz A zRzx, de donde se
obtiene que zSz. O

3.8. (Ejercicio 3.8) Solucion. Primero debemos comprender al conjunto R n S:

RAS={zy) A : (x.y)eR A (r,y)€S) |

Veremos primero que la relacién R n S es refleja. Como R y S son de equivalencia, en
particular son reflejas; luego, (z,2) e R A (z,z) € S. Luego, (z,2) e Rn S.

Para ver si la relacion R n S es simétrica, consideramos (z,y) € R n S. Por la definicién
de R n S, esclaro que (z,y) e R A (z,y) € S. Como R y S son de equivalencia, en particular
son simétricas, de donde se sigue que (y,z) e R A (y,z) € S. Asi, se obtiene (y,z) e R n S.

Para ver si la relacién R n S es transitiva, consideramos (z,y) e RnS e (y,z) € RnS. Por
la definicion de RS, esclaroque (z,y) e R A (z,y) e Syque (y,2) e R A (y,2) € S.Como Ry
S son de equivalencia, en particular son transitivas, de donde se sigue que (z,2) € R A (x,2) € S.
Asi, se obtiene (z,z) e R n S. O
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Equipotencia (Parte 1)

Version del dia lunes 27 de junio de 2022 a las 14:21 (GMT -4)

4.1. Principio del Palomar y Biyectividad

(Palomar) Si hay m pelotas y n vasos, con m > n, al repartir todas las pelotas en los vasos,

habra al menos un vaso con mas de una pelota.

" SiA=m=1{0,1,....m—1},B=n=1{0,1,....,.n—1}, m >ny f: A— B, entonces
existen x1,z, € Atales que x1 # 22y f(x1) = f(x2). Por tanto, f no sera inyectiva.

m SiA=p={0,1,...,p—1}, B=¢={0,1,...,g—1},¢>py f: A—> B, entonces existe
yo € B tal que para todo = € A se cumple yo # f(x). Por tanto, f no sera sobreyectiva.

» Entonces, para A = {0,1,...,m — 1} y B = {0,1,...,n — 1}, la Unica forma de garantizar

que f : A — B sea biyectiva es m = n.

4.2. Relacion de Equipotencia

DEFINICION 4.1. Dados dos conjuntos A y B, se define |a relacion ser equipotentes como:

’ A es equipotente con B «— A~ B < existe f: A — B biyectiva

4.2.1. Equipotencia es una Relacion de Equivalencia

TEOREMA 4.1. La relacion ~ es refleja; es decir, A ~ A

Demostracion. Para ello, bastacon f : A — A dadapor f(a) = a (es decir, la funcién identidad).
Claramente ella sera biyectiva (DEMOSTRAR), por lo que A ~ A. O
TEOREMA 4.2. La relacion ~ es simétrica; es decir A~ B — Ba~ A

Demostracion. Como A ~ B, por Definicion 4.1 se sigue que existe f : A — B biyectiva.
Como f es biyectiva, en particular existe f~' : B — Ay, ademas, es biyectiva. Luego, por
Definicion 4.1 se concluye que B ~ A. O

TEOREMA 4.3. La relacion ~ es transitiva; es decir A~ B A Bx(C — A~xC

Demostracion. Como A ~ B, se sigue que existe f : A — B biyectiva. Andlogamente, de
B ~ C, se sigue que existe g : B — C biyectiva. Como la composicion de funciones biyectivas
es biyectiva (Ejercicio 2.9), entonces go f : A —> C es biyectiva. Luego, A ~ C. O

4.2.2. Equipotencia y Operaciones de Conjuntos
TEOREMA 4.4. SSA~B A CxD ANAnC=@ A BnD=g,entonces AuC~BuD

Demostracion. De las hipétesis, existe f : A — By g : C — D biyectivas. A partir de ello, las
otras dos hipotesis se pueden interpretar como Dom(f) nDom(g) = &y que Rec(f)nRec(g) = @.
- . Si A

Con ello, podemos definir la funcibon h: AvC — Bu D, h(x) = /(@) ' ve
g(z) sizeC
Lo que resta ahora es demostrar que h es biyectiva:
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= h es inyectiva, pues f y g son, respectivamente, inyectivas. Ademas, siz; € A A x5 € B,
como A n C = @, sabemos que z; # 5. Luego, como B n D = &, se tiene f(z1) # g(x2),
por lo que se cumple la inyectividad en todos los casos.

=} es sobreyectiva, pues para y € B u D existen dos opciones: si y € B, entonces existe
x € Atalque y = f(x) (pues f es sobreyectiva), mientras que si y € D, entonces existe
x € C'tal que y = g(z) (pues g es sobreyectiva). Luego, se obtiene que paratodoy € Bu D
existe z € A U C tal que y = h(x). Por ello, Rec(h) = B u D.

Por lo tanto, h es biyectiva y se concluye que Au C ~ Bu D O
TEOREMA 4.5. SiA~ B A C~ D, entonces AxC ~ B x D

Demostracion. De las hipétesis, existe f : A — By g: C — D biyectivas. Luego, si formamos
pares ordenados en A x C, es posible formar pares ordenados correspondientes en B x D,
mediante la funcion h: Ax C — B x D, h(x,z) = (f(x),g9(2))

Lo que resta ahora es demostrar que h es biyectiva:

= h es inyectiva, pues si h(z1,21) = h(xs,23), por definicion de par ordenado se obtiene
f(x1) = f(z2) A g(z1) = g(22). Como fy g son inyectivas, se obtiene z; = z2 A 21 = 25.
Nuevamente, por definicion de par ordenado, se concluye (z1,21) = (x2, 22).

= ), es sobreyectiva, pues todo elemento y € B tiene preimagen (pues f es sobreyectiva)
y todo elemento w € D tiene preimagen (pues g es sobreyectiva). Luego, todo elemento
(y,w) € B x D tendra preimagen (z, z) € A x C, de donde se obtiene Rec(h) = B x D.

Por lo tanto, h es biyectiva y se concluye que A x C ~ B x D O
TEOREMA 46. AxB~Bx A

Demostracion. En este caso, no contamos con hipétesis previas. Solamente podemos estable-
cer una funcion que tome TODO elemento de A x By lo relacione con TODO elemento de B x A,
tal que esa funcioén sea biyectiva. Tal funciébnsera f : Ax B— B x A, f(z,y) = (y,x)
Lo que resta ahora es demostrar que f es biyectiva:
= f es inyectiva, pues si f(z1,y1) = f(x2,y2), entonces (y1,x1) = (y2,22). Por definicidn
de par ordenado se obtiene y; = y» A x1 = x5. Esto nos permite, por definicion de par
ordenado, construir los pares (z1,y1) ¥ (72, y2), que también son iguales.
= [ es sobreyectiva, pues todo par (y,z) € B x A tiene su correspondiente par (z,y) € A x B
tal que f(z,y) = (y,z). Con ello, Rec(f) = B x A.
Por lo tanto, f es biyectiva y se concluye que A x B ~ B x A. O

TEOREMA 4.7. Ax (Bx(C)~ (Ax B)xC

Demostracion. En este caso, tampoco contamos con hipétesis previas. Solamente podemos
establecer una funcion que tome TODO elemento de A x (B x C) y lo relacione con TODO
elemento de (A x B) x C, tal que esa funcion sea biyectiva. Tal funcién sera:
g: Ax (BxC)— (AxB)xC, g(x;(y,2)) = ((z,9); 2)
Lo que resta ahora es demostrar que g es biyectiva:

m g es inyectiva, pues si g(x1; (y1,21)) = g(x2; (y2, 22)), entonces ((x1,y1); 21) = ((x2,y2); 22).
Luego, por definicion de par ordenado se obtiene (x1,y1) = (x2,y2) A 21 = 2z2. Nuevamente
por definicién de par ordenado, se obtiene (x1 = 25 A y1 = y2) A 21 = 2o. Por asociatividad
de A y por definicion de par ordenado, se sigue z1 = x5 A (y1,21) = (y2, 22), de donde se
Concluye (.%'1; (yl, Zl)) = (.TQ; (yg, 2’2).

m g es sobreyectiva, pues todo par ((x,y);2) € (A x B) x C tiene su correspondiente par
(z;(y,2)) € A x (B x C) tal que g(z; (y, 2)) = ((z,y); z). Con ello, Rec(g) = (A x B) x C.

Por lo tanto, g es biyectiva y se concluye que A x (B x C) ~ (A x B) x C. O

TEOREMA 48. A x {z} ~ Ay{z} x A~ A (otambién A x {z} ~ {z} x A ).

Demostracion. En este caso, tampoco contamos con hipétesis previas. Solamente podemos
establecer una funcién que tome TODO elemento de A x {z} y lo relacione con TODO elemento
de A, tal que esa funcién sea biyectiva. Tal funciénsera f : A x {z} — A, f(a,z) =a

Lo que resta ahora es demostrar que f es biyectiva:
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m g es inyectiva, pues si f(a1,z) = f(a2,x), entonces a; = aq. Luego, si afadimos la Tauto-
logia 2 = «, es posible construir los pares (a1, ) y (as,x), que son iguales.

= g es sobreyectiva, pues todo elemento a € A tiene su correspondiente par (a,z) € A x {z}
tal que f(a,z) = a. Con ello, Rec(f) = A.

Por lo tanto, f es biyectiva y se concluye que A x {z} ~ A o.

La demostracién de {z} x A ~ A es completamente analoga, mientras que la demostracion
de A x {z} ~ {z} x A se puede hacer de forma analoga, o también por transitividad (Teorema 4.3)
de las propiedades ya demostradas. O

TEOREMA 4.9. Existen conjuntos C,D talesque A~C A~ B~D A CnD=g.

Demostracion. Considerando la demostracion del Teorema anterior y el Ejercicio 4.1, podemos
utilizar los conjuntos C' = A x {&} y D = B x {{@}}. Buscamos garantizar que C n D = &, por
lo que conjuntos que involucren al vacio siempre son buenas opciones.

Vemos que {@} y {{&}} son conjuntos que contienen un solo elemento. Luego, por el
Teorema anterior, se obtiene directamente que A ~ C'y que B ~ D.

Lo dificil en este caso es demostrar que C n D = @. Por Contradiccion, supondremos que
C n D # @. Esto implica que existe (z,y) tal que (x,y) € A x {@} y que (x,y) € B x {{&}}. Por
definicién de par ordenado, se sigue que:

(xeA nye{@}) An(zeB rye{{g}}) < (z€AnB) A (ye{@} rye{{a}})

Como no sabemos nada sobre A n B, no podemos estar seguros del valor de verdad
x € AnB. Entanto, para y debe ocurrirque y = @y que y = {@}. Sin embargo, por el Ejercicio 4.1
ya vimos que esto no puede ocurrir. Por lo tanto, C n D = @. O

4.2.3. Ejercicios Propuestos

4.1. (Solucion 4.1) Demostrar que & # {&}.

4.2. (Solucion 4.2) Sean A, B, C conjuntos. Demostrar que Ax (Bu(C) = (AxB)u(AxC).
4.3. (Solucion 4.3) Si A, B,C conjuntosy Bn C = &, entonces (A x B) n (A x C) =@.
4.4. (Solucién 4.4) Si A, B conjuntos y A = B, entonces A ~ B.

4.5. (Solucion 4.5) Si f es una funcidn, demostrar que Dom(f) ~ f. Visto de otro modo,
si f: A — B, demostrar que A ~ f

4.6. (Solucion 4.6) Demostrarque A~ B < Ax(C~ B xC.

4.2.4. Una solucion para los Ejercicios

4.1. (Ejercicio 4.1) Solucion. Por el Axioma ZF3, sabemos que existe un conjunto sin elementos,
denotado habitualmente por @. Luego, por el Axioma ZF4, podemos formar el par {@, @} = {&}.
Sabemos ademas que @ < {@}. Ahora, resta demostrar que {@} ¢ @.

Por Contradiccion, supondremos que {&} < @. Si lo traducimos a la definicion légica, se
obtiene (z € {&¥} = 2z € ). Como @ es el Unico elemento de {&}, entonces & € {T} (es
verdadero) y tendria que ser cierto que @ € @. Esto es una Contradiccion, pues & no tiene
elementos. Por lo tanto, {&} ¢ @, de donde {g} # @ O

4.2. (Ejercicio 4.2) Solucion. La igualdad de conjuntos esta dada por el Axioma ZF1:
A=B < (Vz)(re A<z € B).
Recurriendo a la definicion de par ordenado, se tiene:
(,y)eAx (BuC)<=zeA AnyeBulC

< zeA A (yeB v ye()
«—[reA AyeB] vzreA A ye(]
> [(z,y) e Ax B] v [(z,y) € A x (]
> (z,y) e (Ax B)u (A x ()

O
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4.3. (Ejercicio 4.3) Solucion. Por Contradiccién, si suponemos que (A x B) n (A x C) # &,
entonces existe (al menos un) (z,y) € (A x B) n (A x C). Por definicién de interseccién y de par
ordenado, esto implicaque z€e A A ye B A ye C.Asi,ye BnC,porloque Bn C # & (lo
gue ya sabemos es falso). Asi, hemos demostrado que (A x B) n (A x C) = &. O

4.4. (Ejercicio 4.4) Solucion. Hay varias formas de demostrar esto. La méas accesible es decir
que, dado que A = B, entonces demostrar que A ~ B es equivalente a demostrar que A ~ A.
Esto ultimo es verdadero de acuerdo con el Teorema 4.1.

Otra forma para demostrar que A ~ B es recurriendo a la Definicion 4.1; es decir, demos-
trando que existe una biyeccion entre Ay B. Como A = B, basta con relacionar cada elemento
de A con su correspondiente elemento de B mediante la funcién identidad f : A — B, f(a) = a.
Esta funcion es trivialmente biyectiva, pues por A = B se sigue que a € B. O

4.5. (Ejercicio 4.5) Solucion. Para este problema, consideraremos a f : A — B como un con-
junto de pares ordenados (a,b) € A x B tales que b = f(a).

En este caso, definiremos una funcién g : A — f tal que g(a) = [a, f(a)], y demostrare-
mos que es biyectiva. Si consideramos la tautologia p A ¢ = p, se tiene:

glar) = g(az) | = [a1, f(a1)] = [a2, fa2)] = a1 = a2 A f(a1) = fla2) = [a1 = a2
y obtenemos que g es inyectiva. Para demostrar que g es sobreyectiva, consideramos [a, f(a)] €

f e inmediatamente podemos ver que la primera coordenada es tal que a € A. Con ello, se
demuestra de inmediato que 3a € A : [a, f(a)] = g(a). Es decir, [a, f(a)] € Rec(g), de donde

f < Rec(g).
Como por Definicion de Recorrido se cumple Rec(g) < f, se concluye que f = Rec(g), por
lo que g es sobreyectiva. Asi, g es biyectivay A ~ f. O

4.6. (Ejercicio 4.6) Solucion. (=) Como A ~ By C ~ C (Teorema 4.1), por Teorema 4.5 se
obtiene A x C ~ B x C.

(«<=) Suponemos que A x C ~ B x C. Esto implica, por Definicién 4.1, que existe f : A x C' —
B x(C biyectiva. Esta funcion bien podria corresponder a f[(a, ¢)] = (b, ¢). Sidefinimos g : A — B
tal que g(a) = b, podemos redefinir la regla de la funcién f como f[(a,c)] = [g(a),c].

Pues bien, si g(a1) = g(a2), entonces [g(a1), c] = [g(a2), c], de donde f[(a1,c)] = f[(az,)].
Como f es biyectiva, entonces (a1, ¢) = (as, c), de donde a; = as. Por lo tanto, g es inyectiva.

Ahora, sea b € B. Considerando ¢ € C, se obtiene (b,¢) € B x C. Como f es biyectiva,
entonces existe (a,c) € A x C tal que f[(a,c)] = (b,c). Esto implica que existe a € A tal que
[g(a),c] = (b,c), de donde se sigue que existe a € A tal que g(a) = b. Por lo tanto, g es sobreyec-
tiva.

Finalmente, se concluye que g es biyectiva, por lo que A ~ B. O
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5.1. Conjuntos de Funciones

DEFINICION 5.2. Se define el conjunto B* como aquel que contiene a todas las funciones cuyo
dominio es A y cuyo codominio es B:

B ={f1/:A— B}

5.1.1. Ejercicios Propuestos

5.1. (Solucion 5.1) Demostrar que A7 = {}.

5.2. (Solucion 5.2) Si A # @, demostrar que o“ = 2.

5.3. (Solucion 5.3) Demostrarque B =@ «— B=0 A A+ 2.

5.4. (Solucion 5.4) Demostrar que A" = { {(z,9)},y € A}.

5.5. (Solucién 5.5) Demostrar que si C # @y A < B, entonces A  BC.

5.6. (Solucion 5.6) Demostrar que si A < C, entonces NO SE CUMPLE que B* < B€.

5.1.2. Una solucion para los Ejercicios

5.1. (Ejercicio 5.1) Solucion. Consideramos por Definicion A3 que ’ AZ = {f|f: 9 — A} ‘ .
Con ello, vemos que:

feAd? = f.0—A = f={(z,y)|lzed A yec A} @ x A

Sin embargo, sabemos que @ x A = @ (DEMOSTRAR). De alli se sigue que .

Asi, se concluye que m .

En particular, esto demuestra automéaticamente que 2% = {@} # @ O

5.2. (Ejercicio 5.2) Solucién. Consideramos por Definicién 5.2 que | @4 = {f|f: A — @}

Por Contradiccién, supondremos que @ # @; es decir, existe f € @“. Por Definicion de funcién,
(Vee A)3ly e @) : [(z,y) € f].
Sin embargo, no existe y € & (por Definicion de @). Por lo tanto, no existe f : A — @y se

concluye que O

5.3. (Ejercicio 5.3) Solucién. (<) Si B = & A A # @, entonces B* = @y, por Ejercicio 5.2,
se concluye que B4 = @.

(—) SiBA = @y A = @, entonces B4 = B? y, por Ejercicio 5.1 obtenemos B* = {&} # @. Por
lo tanto, este caso no puede ocurrir. Esto demuestra inmediatamente que .

Por Contradiccién, supondremos que B4 = @, A +# @ y que . Esto significa que
existena e A A be B. Con ellos, siempre sera posible formar el par ordenado (a,b) € A x B, por

lo que podemos definir (al menos) una funcién f = {(a,b)}. Asi, llegamos a que , lo
que contradice nuestra hipétesis inicial. Por lo tanto, solo puede ocurrir que O
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5.4. (Ejercicio 5.4) Solucion. Consideramos por Definicion 5.2 que | At = {f|f : {z} — A}

. Aplicando la definicién de funcion, se tiene: (Vz € {z})(3ly € A) : [(x,y) € f]. Sin embargo, es
evidente que {x} contiene un solo elemento, por lo que f podra contener un Unico par ordenado.
Pero el segundo elemento del par ordenado puede ser cualquier elemento de A. Asi, podemos

decir que f = {(z,y)},y € A. Con ello, se concluye que | A® = {f} = { {(z,y)},y € A} | O

5.5. (Ejercicio 5.5) Solucion. Las hipotesis son C' # @y A < B. Demostraremos que A < B€.
Sea f € A°. Estoimplicaque f: C — Aobienque f = {(c,a) |ce Crac Arna = f(c)}.
Como A ¢ B, esinmediatoque f = {(c,a)|ce Cra € B A a = f(c)}. Asi, hemos obtenido
que f : C — B, de donde f € B. Por lo tanto, se concluye que A“ < B®. O

5.6. (Ejercicio 5.6) Solucion. Si f € B4, entonces f : A — B. Si g € B, entonces g : C — B.
Como A < C'y considerando la Definicién 2.1, podemos decir que f es una restriccion de g a A;
es decir, f = g|a.

Sin embargo, no es cierto que f = g. Para que esto ocurriera, ambas funciones deberian
tener el mismo dominio, el mismo codominio y la misma regla de asignacion. Vemos que el
codominio y la regla de asignacion son iguales, pero no necesariamente el dominio.

Lo més que podriamos conseguir es demostrar que g esta formada por dos partes o tramos
(es decir, es la union de otras dos funciones). Tales partes serian g|4 = f ¥ glc—4. Con ello, se
demuestra que f < g (vistas como conjunto de pares ordenados).

Asi, la propiedad enunciada es falsa desde lo intuitivo. Sin embargo, hay que demostrar
esta falsedad con un contraejemplo. Consideramos A = B =2y C # @ (cumple con @ < C. De

alli,| BA = 2% = {@} y’ B¢ =g =g ‘ Por Ejercicio 4.1 vimos que @ < {@} (y no al revés),
de donde se concluye que B¢ = B (y no al revés). O

5.2. Relacion de Equipotencia (continuacion)

5.2.1. Equipotencia y Conjuntos de Funciones
TEOREMA 5.10. SiA~ B A C ~ D, entonces A° ~ BP.

Demostracion. De las hipétesis, existen f : A — By g: C — D biyectivas.

Ahora, si h € A® (es decir, h : C — A), entonces podemos hacer f o h : C — B. Luego,
como g es biyectiva, entonces existe g~ : D — C. Asi, podemos hacer fohog™': D — B.

Notar que en el razonamiento anterior, las funciones f y g son Unicas y fijas (provienen de
la hipbtesis), mientras que la funcion h es cualquiera de A°.

Con ello, establecemos una funcion de funciones: F : A — BP | F(h) = fohog L.
Lo que resta es demostrar que es biyectiva:

= Para la inyectividad de F se tiene:
F(hy) = F(hy) = fohjog ' =fohyog™! L hiog=hyog =% hy = hy

» Dado hr € B, se tiene: hp =F(h) = hp = fohog "
(flo)=f""ohp=hog™
(og) = ftohrpog=h

Es decir, para todo hr € B” existe h e A tal que h = F(h). Luego, Rec(F) = B yla
funcién F es sobreyectiva. Por lo tanto, I es biyectiva y se concluye que A° ~ BP.

O
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TEOREMA 5.11. Si B~ C = @, entonces ABYC ~ AP x A°.

Demostracion. Lo primero que debiéramos hacer en este caso es interpretar a los elementos de
cada uno de los conjuntos:

s fe ABYC significa que f : B u C — A, cuya regla de asignacion no definiremos todavia.

» ge AB x AC significa que g debe ser un par ordenado de dos funciones (f|z, f|c), donde
fle: B— Ay f|lc : C — A. Lo anterior corresponde a restringir el dominio de f a los
conjuntos By C, respectivamente, dado que B n C = &.

= Como B n C = @, podemos construir la regla de asignacién de la funcién f considerando
reBuC:
flB(x sizre B
fa) = {IIp S
fle(x) sizeC
Luego, la funcién candidata a biyeccién debe ser, nuevamente, una funcion de funciones:
F: ABYC — AB x A%, Lo que queda es definir qué hace la funcién (relacionar alguna f con

alguna g), para lo que aprovechamos la interpretacion que hicimos: F(f) = (f|s, flc)-
Ahora, nos resta verificar que F' es biyectiva:

= Para la inyectividad de F' se tiene:

Def. de par Unién

F(f)=F(h) = (fls. flc) = (hlB,hlc) = fle="hlp A flc=hlc = f=h

= Dada gr € A® x A“, debemos determinar (encontrar, construir) una funcién f € A%V tal
que:
gr = F(f) = gr = (flB flc)

Aqui es donde cobra una gran importancia la funcion f que definimos antes, pues a partir
de gr, siempre sera posible definir a tal f. Es decir, para todo g € AZ x A existe f € ABVC
tal que gr = F(f). Luego, Rec(F) = AP x A€ y la funcién F es sobreyectiva.

Por lo tanto, F es biyectiva y se concluye que APV¢ ~ A8 x A°. O

TEOREMA 5.12. (A x B)® ~ A° x B°.
Demostracion. Nuevamente, interpretamos a los elementos de cada uno de estos conjuntos:

s ge A® x B significa que ¢ debe ser un par ordenado de dos funciones (f1, f»), donde
fi:C— Ay fy: C — B. En este caso, f; y f» solamente tienen en comun el dominio
C'. Podriamos entender a las funciones f; y f, como proyecciones de C en A y B.

s fe (Ax B)Y significa que f : C — A x B. Podemos construir esta funcién preliminar
considerando x € C, con f(z) = (f1(x), f2(x)).

Luego, la funcién candidata a biyeccion debe ser, nuevamente, una funcion de funciones:
F:(Ax B)° — A% x BY. Lo que queda es definir qué hace la funcion (relacionar alguna f con
alguna g), para lo que aprovecharemos la interpretacién que acabamos de hacer: F(f) = (f1, f2)-

Nuevamente, debemos verificar que esta funcién F es biyectiva:

» Para la inyectividad de F se tiene: F(f) = F(h) = (f1, f2) = (h1, h2) F=Uyfa) f=h

» Dada gr € A° x B, debemos determinar (encontrar, construir) una funcién f € (4 x B)“
tal que gr = F(f) = gr = (f1,f2) = f. Aqui es donde cobra una gran importancia
la funcion f que definimos antes, pues a partir de gr, siempre sera posible definir a tal f,
pues son la misma funcién. Es decir, para todo gr € AZ x A“ existe f € (4 x B)“ tal que
gr = F(f). Luego, Rec(F) = AP x A® y la funcién F es sobreyectiva.

Por lo tanto, F es biyectiva y se concluye que (A x B) u C ~ AP x A“. O
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TEOREMA 5.13. (A%)¢ ~ AP*C,

Demostracion. Lo primero que debiéramos hacer en este caso es interpretar a los elementos de
cada uno de los conjuntos:

s fe AB*C significa que f : B x C — A. Es decir, la preimagen es un par ordenado (b, c) y
la imagen es un elemento de A; es decir, a = f(b, ¢).

» g e (AB)Y significa que g : C — A®. Es decir, la preimagen es un elemento de C'y la
imagen es una funcién h : B — A. En ese sentido, podriamos pensar que esta funcién en
realidad es una especie de composicion de funciones.

Luego, la funcién candidata a biyeccién debe ser, nuevamente, una funcion de funciones:
F: ABX¢ 5 AP x A®. Lo que queda es definir qué hace la funcion (relacionar alguna f con
alguna g), para lo que haremos una interpretacion secuencial:

g=F(f):C— A" — h=g(c)= F(f)(c) : B— A
— a=h(b) = g(c)(t) = | [F(H)©)] () = f(b,) |

Ahora, nos resta verificar que F' es biyectiva, para lo cual debemos considerar que la
preimagen sera un elemento f:

= Para la inyectividad de F' se tiene:

F(f1) = F(f2) = Vbe BVce C ([F(f1)(c)] (b) = [F(f2)(c)] (b))
Def.de FF = V(b,c) € B x C ( fi(b,c) = fa(b,c))

= fi=/f2

» Si g e (AP)Y, debemos determinar (encontrar, construir) una funcién f € AZ*C tal que
g = F(f). Aqui es donde cobra una gran importancia el andlisis que hicimos antes, pues a
partir de g, siempre sera posible definir a tal f:

« Como g € (AB)¢, entonces g : C — AP,

+ Dado c e C, laimagen de c bajo g sera g(c) € e AB; es decir, g(c) : B— A.

» Dado b € B, laimagen de b ba AO ) sera g(c)(b) € A; es decir, g(c)(b) = a.
» Por otra parte como f e AB* entonces f:Bx(C— A.

+ Esdecir, si (b,c) e B x C, su |magen sera f(b,c) € A; es decir, f(b,¢) = a.

* Luego, por Transitividad, es evidente que f(b,¢) = g(c)(b).

Es decir, para todo g € (AP)“ existe f € AP* tal que g = F(f). Luego, Rec(F) = (AP)Cy
la funcién F' es sobreyectiva.

Por lo tanto, F es biyectiva y se concluye que (A%)¢ ~ AB*C, O
TEOREMA 5.14. Si2 = { @, {@} }, entonces P(A) ~ 2*.
Demostracion. En esta ocasion, nuevamente analizaremos los elementos de nuestros conjuntos:

= BeP(A)implicaque B < A.

» f e 24 significa que f : A — 2. Es decir, la imagen de los elementos de A sera @ o bien
{@}. En estos casos, se suele tratar de funciones dicotémicas; es decir, que cumplen o no
con una unica condicion.

Si solo pensamos en la funcion f, debemos tomar un elemento a € A 'y tomar una decision
para decidir si f(a) = @ o bien f(a) = {@}. Hasta este punto, no hemos involucrado a B < A.

Pues bien, dado B € P(A), para nuestro elemento a € A existen dos posibilidades: a« € B
o bien a ¢ B. Aqui existen dos observaciones importantes:

» Sia ¢ B, aun debe ocurrir que a € A. Como B < A, podemos expresar este caso como
a€A— B.

= Todo lo dicho hasta aqui depende del conjunto B = A que escojamos. En otras palabras,
si escogemos B, € A, B; # B, la decisién sobre los elementos de a sera distinta (es decir,
se dara origen a una nueva funcién fy # f).
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En vista de todo lo dicho, definiremos nuestra funcién f como dependiente del conjunto
B escogido. Sin perder generalidad (SPG), la definiremos como:

] siae B
A — 2 =
I - fpla) {{@} siac A—B
Sin embargo, la funcion candidata a biyeccion debe ser g : P(A) — 2%; es decir,
su preimagen debe ser B € P(A) y su imagen debe ser g(B) € 2*. Pero ya contamos con una
funcién fz € 2 que también depende de B. Todo esto nos lleva a definir| ¢(B) = fz |(es decir,
aqui el rol de a ya no es relevante). Ahora, nos resta demostrar que g es biyectiva:

m Sig(B;) =g(B2) = &, entonces Ya € A ( fp,(a) = fp,(a) = @ ). Al considerar la “toma de
decision” que nos llevé a definir f, se obtiene que Va € A (a € By < a € By ), por lo que
B; = B, en este caso.

» Si g(By) = g(B2) = {&}, por un razonamiento analogo al anterior, se obtiene A — B, =
A — Bs. Luego, se tiene:

|A—-Bi=A-B; | = AnBf =AnBf < (A° 0B = (4° U By)°©

— [ ACUB =A°UB, | <= AUAUB =ALACUB, —

= Sea h € 2%; es decir, h : A — 2. Como ya estudiamos arriba, siempre tendremos que
clasificar a los elementos a € A de manera dicotémica, por lo que obtendremos elementos
que cumplen una cierta proposicion p(a) y otros que no la cumplen. Si definimos B = {a €
A : p(a)}, entonces hemos determinado la preimagen de h. Luego, para toda funcion
h € 24, seré posible determinar B tal que h = g(B). Por lo tanto, ¢ es sobreyectiva.

Por lo tanto, g es biyectiva y se concluye que P(A) ~ 2. O
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6.1. Relaciéon Menor o igual en potencia

DEFINICION 6.3. Dados dos conjuntos A y B, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
6.3A. A es menor o igual en potencia que B (A < B)

6.3B. Existe un conjunto C'talque A~ CyC < B.

6.3C. Existe una funcion f : A — C biyectiva, y ademas C < B.

6.3D. Existe una funcion f : A — B inyectiva.

TEOREMA 6.15. A~ B =— AXB

Demostracion. Si en la Definicién 6.3A. hacemos C' = B, vemos que A ~ By que B < B.
Luego, se concluye que A < B. O

TEOREMA 6.16. Ac B — AXB

Demostracion. Si en la Definicion 6.3A. hacemos C = A, vemos que A ~ A (Teorema 4.1) y que
A < B. Luego, se concluye que A < B. O

TEOREMA 6.17. A<B ABZX(C = AZC
Demostracion. En este caso, nos conviene aprovechar la Definicion 6.3B.:

= A < Bsiy solo siexiste f : A— Bj biyectivay B; < B.
» B < C siy sblo siexiste g : B— C; biyectivay C; < C.

Como By < B e interpretando ambos conjuntos a la luz de las funciones f y g, obtenemos
que Rec(f) < Dom(g). Esto nos permite componer ambas funciones, obteniéndose la nueva
funcién:

gof:A—Ci1 , go f(a) =g[f(a)]

Como ademas f y g son biyectivas, entonces g o f sera biyectiva. Finalmente, como C; <
C, se concluye que A < C. O

TEOREMA 6.18. (Cantor-Bernstein-Schroeder) A <X B A BXA = A~ B

Demostracion. Dada su complejidad, la demostracion de este Teorema se analizara en profun-
didad en la pagina 30. O
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TEOREMA 6.19. SiA < B A C <D yademas B n D = &, entonces:

19A. AuC <BuUD.

19B. A x C < B x D.

19C. A < BP, con Ia condicion adicional ~ (A= B=C =2 A D # @).
Demostracion. 19A. En este caso, nos conviene aprovechar la Definicién 6.3B.:

» A < Bsiy solo siexiste f : A— By biyectivay B, < B.
» C' < Dsiysélosiexiste g : C — D, biyectivay D; < D.

Conviene recordar que estamos en la busqueda de una funcién h: Au C — B u D. Eso
si, el recorrido de h serd un subconjunto de B u D.

Aqui debemos detenernos a ver como preservar las propiedades de las funciones [y ¢
originales, dado que nada se sabe sobre A n C:

= Siz e A, bastara con definir h(z) = f(z) € By.

» Six € C, bastara con definir h(z) = g(x) € Dy.

m Siz e An C,vemos que h(x) € By y también h(z) € D;. Como By € By D; € Dy
ademas B n D = &, en particular B; n D; = @. Esto nos lleva a la conclusion de que para
tal =, tendremos dos imdgenes distintas (una bajo f y otra bajo g). Evidentemente, si
aspiramos a que h sea funcioén, esto no puede ocurrir.

El Gltimo problema se soluciona escogiendo a cual de los dos valores ira la funcion.
Es decir, para x € A n C podemos definir que h(z) = f(x) o bien h(x) = g(x).

En consecuencia, de acuerdo con la Definicion 2.1 y sin perder generalidad, escogeremos
la segunda opcién. Por ello, consideraremos una restriccién de g a C — A:

gle-a:C—A— Dy , glo-a(z)=g(z)
Por el Ejercicio 2.11, esta restriccion sera inyectiva pero no biyectiva. Entonces, y de acuer-
do con la Definicion 2.2, volvemos a considerar una restriccion de g a su recorrido:
glc-a:C—A—> Rec(glc-4) , glo-a(x)=g(z)

Si llamamos Dy = Rec(g|c—4), es evidente que Dy = D,. Ademas, por el Ejercicio 2.12,
esta Ultima restriccion sera biyectiva.
Con todo solucionado, ahora definiremos la funciéon h como sigue:

f(2) size A
gle—a(z) = g(x) sizeC— A

h:AuC’—>BluD2 s h(]})Z{

Luego, solo nos resta demostrar que h es biyectiva:

= Siz e A, entonces h(z) = f(z)y f es biyectiva, por lo que en particular es inyectiva.

m Siz e C — A, entonces h(z) = glc—a(x) ¥ glc—a €s biyectiva, por lo que en particular es
inyectiva.

= Como Ay C — A son disjuntos (algo muy rapido de demostrar), entonces al tomar z; € A
y o € C — A se obtiene que z; # x2. Como ademas ya sabemos que B; n D; = @ y que
D, < D4, entonces es cierto que B; n Dy = @. Esto garantiza que f(z1) # f(z2), por lo
gue en este caso, la funcion también es inyectiva.

Por lo tanto, h es inyectiva en todos los casos posibles.
Ahora, sea y € B; u Ds. Recordando que B; n D, = @, solo existen dos opciones:

= Siye By, como f es biyectiva, entonces existe » € A tal que y = f(x). Luego, y = h(x).
» Siy e Dy, como g|c—a €s biyectiva, entonces existe z € C' — A tal que y = g|c—a(x). Luego,
y = h(x).
Es decir, paratodo y € By u D, existe z € AuC talque y = h(x). Con ello, By u Dy < Im(h).
Como por definicion se sabe que Im(h) € B; u Dy, entonces By u Dy = Im(h).
Por lo tanto, . es sobreyectiva. Es decir, h es biyectiva y se obtiene A u C ~ By u Ds.

Por dltimo, del Ejercicio 6.1 se obtiene que B; u D < B u D. Asi, se concluye que
AuvC<BuD O
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Demostracion. 19B. En este caso, nos conviene aprovechar la Definicién 6.3A.:
» A< BsiysblosiA~ B;yB; CB. m C<DsiysblosiC~D;yD,cD.
Como A ~ By y C ~ Dy, por Teorema 4.5 se sigue de inmediato que A x C' ~ By x Ds.

Considerando que del Ejercicio 6.2 se obtiene que B; x D; € B x D, por Definicion 6.3A.
seconcluyeque| AxC <BxD|. O

Demostracion. 19C. En este caso, nos conviene aprovechar la Definicién 6.3B.:
» A< BsiysblosiA~ B;yB; cB. m O <XDsiysolosiC~ Dy D, cD.

Como A ~ By y C ~ Dy, por Teorema 5.10 se sigue de inmediato que A° ~ BlDl.
Ademas, como B; € B, por Ejercicio 5.5 se sigue que Bl’:’1 < BP1. Hasta aqui, demostramos

= Si D; = D, entonces BP* = BP. Por Ejercicio 4.3, se sigue que B”* ~ BP mientras que
por Teorema 6.15 se obtiene BP* < BP. Como ya sabemos que A < BP:, por Teore-

ma 6.17 se concluye .

» Si Dy € D,D; # D, entonces D — Dy # &, por lo que existe z € D — D;. Si conside-
ramos que D = D; u (D — Dy), entonces BP = BP1~(P—P1) Como ademés se cumple
Dy n (D — D;) = @, por Teorema 5.11, se cumple que B x BP~P1 ~ BP. Luego, por

Teorema 6.15 se obtiene ’ BP: »x BP=P1 < BP ‘ . Ademas, por Ejercicio 6.4 se obtiene

| BP < B« B” P | Entonces, como A < By BP < BP x BP 1, por Teore-
ma 6.17 se obtieneA® < BP x BP~P1, Como ademas B x BP~P1 < BP| nuevamente

por Teorema 6.17 se concluye que .
Asi, hemos demostrado que en (casi) todos los casos se cumple . Con res-

pecto al caso critcoenque A = B = C = @y D # @, vemos que A = 2° = {o} y que
BP = oP = 2.

Como o < {&}, por Teorema 6.16 es claro que BP < A®. Ahora, por Contradiccion,
supongamos que A® < BP; es decir, que {@} < @. Por Definicion 6.3A., esto implicaria que
{o} ~ Fy F c @. La Unica forma de que esto fuera cierto es que F = &. Con ello, se tendria
que {@} ~ @. Por Definicién 4.1, existiria f € @{?} y &9} — &, Es decir, no existe tal f y el ra-
zonamiento anterior se hace contradictorio. Asi, no ocurre que A“ < B” en este caso critico.

O

TEOREMA 6.20. A< AUB

Demostracion. Si en la Definicion 6.3 hacemos C = A, vemos que A ~ Ayque A < Au B.
Luego, se concluye que A < Au B. O

6.2. Relacion Menor en potencia

DEFINICION 6.4. Dados dos conjuntos Ay B, diremos que A es menor en potencia que B:

| A<B < AXBA ~(B5A4) |

TEOREMA 6.21. Para la relacion < se cumple:

21A. ~ (A< A)
21B. A< B =~ (B < A)
21C. A< B A B<(C = A< C
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Demostracion. 21A. Suponemos por Contradiccion que A < A. Por Definicion 6.4, se obtendria
que (A < A) A ~ (A < A), lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, no puede ocurrir que
A< A. O

Demostracion. 21B. La hipotesis se traduce en A < B A~ (B < A). Por Contradiccion, si
suponemos que B < A, por Definicion 6.4 deberia ser cierto que (B < A), lo que contradice la
hipotesis.

Por lo tanto, A < B =~ (B < A). O

Demostracion. 21C. De las hipétesis se obtiene:

" A<B < AXBA ~(BZA m B<(C < B3Cnar ~(CZXB)

Por la Tautologia l6gica y por el Teorema 6.17, es cierto que:
A<B ANB<C = A<XB A BxC =

Ahora, supondremos por Contradiccion que C < A. Como por Hipbtesis se tiene que
A < B, por el Teorema 6.17 se obtendria que C' < B. Sin embargo, esto contradice la Hipétesis

de que ~ (C < B). Luego, se concluye que | ~ (C < A) |. De ambas conclusiones se sigue que
A<C. O

TEOREMA 6.22. Para la relacion < se cumple:

22A. AXB =~ (B< A)

22B. ASXBAB<C=A<C
22C. A< B AB3SC=A<C
22D. AXB < A~BvA<B

Demostracion. 22A. Por Contradiccién, supongamos que B < A. Por Definicién 6.4, ello implica
que B < Ay ~ (A < B). La segunda afirmacion contradice la hipétesis. Luego, se concluye que

~ (B < A) |. O
Demostracion. 22B. Por la Tautologia l6gica p A ¢ = py por el Teorema 6.17, es cierto que:
ASBAB<C = ASBABxXC = | A<C |

Ahora, supondremos por Contradiccion que C < A. Como por Hip6tesis se tiene que
A < B, por el Teorema 6.17 se obtendria que C' < B. Sin embargo, esto contradice la Hipétesis

de que ~ (C < B). Luego, se concluye que| ~ (C < A) |. De ambas conclusiones se sigue que
A<C. O

Demostracion. 22C. Por la Tautologia légica p A ¢ = py por el Teorema 6.17, es cierto que:
A<B ABXC = ASXB A B<C = | A<C |

Ahora, supondremos por Contradiccion que C < A. Como por Hipotesis se tiene que
B < C, por el Teorema 6.17 se obtendria que B < A. Sin embargo, esto contradice la Hipétesis
de que ~ (B < A). Luego, se concluye que| ~ (C < A) |. De ambas conclusiones se sigue que
A< C. O

Demostracion. 22D. (<) Si A ~ B, por Teorema 6.15 se obtiene A < B.
Si A < B, por Definicién 6.4 y por Tautologia p A ¢ = p, se obtiene A < B.

(=) Ahora, suponemos verdadero que A < B.
Siademas ~ (B < A), se obtiene por Definicion 6.4 que A < B.
En cambio, si (B < A), por el Teorema 6.18 se obtiene que A ~ B.

Porlotanto, A< B «— A~ Bv A< B. O
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TEOREMA 6.23. (Teorema de Cantor) A < P(A)

Demostracion. A partir del Teorema 6.22D, demostraremos que A < P(A) y que ~ (A ~ P(A)).

Para demostrar que A < P(A), debemos determinar una funcién f : A — B < P(A) que
sea biyectiva. Esta funcion serd f : A — B, f(a) = {a}.

Con ello, si definimos B = { {a},a € A}, se obtiene de inmediato que f es sobreyectiva.
Ademas, la inyectividad se obtiene inmediatamente del Axioma ZF1.

Ahora, para demostrar que ~ (A ~ P(A)), por Contradiccion supondremos que ellos si
son equipotentes. Esto significa que existiria una funcion g : A — P(A) biyectiva.

Como acabamos de demostrar, toda funcion de A en B < P(A) es inyectiva, por lo que
debemos contradecir la sobreyectividad. Es decir, debemos hallar un conjunto S € P(A) para el
cual no sea posible hallar a € A tal que g(a) = S.

Georg Cantor (1845—1918) propuso el siguiente conjunto:‘ S={zxed : x¢gx)} ‘ .
Como S < A, y suponiendo por Contradiccion que existe a € A tal que S = g(a), se obtiene:

m Siae S, entonces a ¢ g(a); es decir, a ¢ S.
m Siae A— S, entonces a € g(a); es decir, a € S.

Por lo tanto, no existe a € A tal que g(a) = S, por lo que la funcién g no es sobreyectiva vy,
por lo tanto, g no es biyectiva.

De todo lo anterior, vemos que A < P(A) y que ~ (A ~ P(A)). Porlo tanto,| A < P(A) |.

O

6.2.1. Ejercicios Propuestos
6.1. (Solucién 6.1) SiAcByCc D,demostrarque AuC < BuD.

Solucién 6.2 SiAc ByCc D,demostrarque A x C < B x D.

6.2. ( )
6.3. (Solucién 6.3) Demostrarque A < B < Ax(C < B xC.
6.4. ( )

Solucién 6.4 Si B # @, demostrar que A < A x B.

6.2.2. Una solucion para los Ejercicios

6.1. (Ejercicio 6.1) Solucion. Siz € AuC, entonces x € A v = € C. De alli, usando las hipétesis,
sesiguequexe B v x € D.Asi, se obtienexe Bu D. O

6.2. (Ejercicio 6.2) Solucion. Si (z,y) € A x C, entonces z € A A y € C. De alli, usando las
hipotesis, se sigue que z € B A y € D. Asi, se obtiene (z,y) € B u D. O

6.3. (Ejercicio 6.3) Solucion. (=) Como A < B A C < C, por Teorema 6.19C. se obtiene
AxC<BxC.

(«==) Suponiendo que A x C < B x C, por Definicion 6.3 existe D x C'talque Ax C~ D xCy
D x C < B x C. Por Ejercicio 6.1, se sigue que D < B.

Por Ejercicio 4.6, A x C ~ D x C equivale a A ~ D. Por Definicién 6.3 se concluye que
AXB. O

6.4. (Ejercicio 6.4) Solucion. Del Teorema 4.8 se sabe que A ~ A x {x}; luego, por Teorema 6.15
se sigue que A < A x {z}.
Como B # @, entonces existe « € B. Asi, es inmediato que {z} < B, de donde se sigue por
Teorema 6.16 que {z} < B paratodo = € B. Luego, por Ejercicio 6.3 se obtiene A x {x} < A x B.
Finalmente, por Teorema 6.17 se concluye que A < A x B. O
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Antisimetria de Menor o igual en
potencia (Teorema 18)

Version del dia lunes 27 de junio de 2022 a las 14:21 (GMT -4)

7.1. Requisitos previos

7.1.1. Ejercicios Propuestos

7.1. (Solucion 7.1) Demostrarquesi X c A A Y C A,entonces A—-X Y «— A-Y <
X.

7.2. (Solucién 7.2) Demostrarquesi X € A A Y € A,entonces X €V «— A-Y <
A-X.

7.3. (Solucion 7.3) Demostrarquesi X € A A Y c A,entonces X c A-Y < Y C
A-X.

7.4. (Solucion 7.4) Demostrarque si f : A — Besfuncibhy X c A Y c AconX CY,
entonces f(X) c f(Y).

7.5. (Solucion 7.5) Demostrar que si f : A — Bes funciony X € A)Y c A, entonces
fXOY) = f(X)u f(Y).
7.6. (Solucion 7.6) Demostrar que si f : A — Besfunciony X ¢ A Y < A, entonces

JX AY) < F(X)n f(Y).

7.7. (Solucion 7.7) Verifique si se cumple f(X) n f(Y) € f(X nY) para f inyectiva y/o
para f no inyectiva.

7.1.2. Una solucion para los Ejercicios

7.1. (Ejercicio 7.1) Solucion.

(Hp) A—XCY «— Va(aeA—X = a€Y)< Va(aeA A a¢ X = acY)

< Va(~(a€eA A a¢X) vaeY)= Va((a¢A v aeX) vaceY)
<~ Va(a¢A v (aeX vaeY))= Va(a¢ A v (aeY vaeX))

< Va((a¢A v aeY) vaeX ) Va(~(aeA A a¢YY) vaeX)
< Va(aceA A a¢Y = aeX )= Va(acA-Y = aeX)

— A-YcX

A—(A-x)c[v] TN x

Ejercicio 7.1
—

7.2. (Ejercicio 7.2) Solucion. A—[Y] < (A-X)

7.3. (Ejercicio 7.3) Solucién. [X] < (A—Y) 22 A—(A-v)ca-[x] "D yca-

O= O~ O
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7.4. (Ejercicio 7.4) Solucion. Sea b € f(X). Por definiciébn de imagen, existe a € X tal que
f(a) = b. Como X < Y, entonces existe a € Y tal que f(a) = b; finalmente, por definicion de
imagen se concluye que be f(Y). O

7.5. (Ejercicio 7.5) Solucion. Como X < X u Y, por Ejercicio 7.4 sigue f(X) < f(X uY).
Analogamente, f(Y) < f(X uY). Con ello, se obtiene f(X)u f(Y) < f(X UY).

Ahora, sea b € f(X U Y). Por definicién de imagen, existe a € X u Y tal que f(a) = b. Si
a € X, entonces b € f(X); en tanto, si a € Y, entonces b € f(Y). De ambos casos se obtiene
be f(X)u f(Y); asi, se concluye que f(X uY) < f(X) u f(Y), obteniendo lo pedido. O

7.6. (Ejercicio 7.6) Solucion. Sea b € f(X nY). Entonces existe a € X nY tal que b = f(a).
Comoae X naeY,entoncesbe f(X)abe f(Y). Finalmente, se concluye que b e f(X)n f(Y).
O

7.7. (Ejercicio 7.7) Solucion. Sib e f(X)n f(Y), esinmediato que b € f(X)Abe f(Y). Entonces,
existena; € X yas e Ytalesque b = f(a1) A b= f(az); es decir, f(a1) = f(az).

= Si f esinyectiva, entonces para todo aq,as € A se cumple f(a1) = f(az) = a1 = as (= a).
Comoa=a1e Xya=azeY,entoncesaec X nY yestal que f(a) = b. Asi, se obtiene
quebe f(X nY). Esdecir, si f es inyectiva, entonces f(X nY) = f(X) n f(Y).

= Si f no es inyectiva, entonces existen a;,a; € A tales que f(a1) = f(az2) (=b) A a1 # as.
Por Contraejemplo, si hacemos X = {a;},Y = {a2}, vemos que X nY = &, de donde se
sigue que f(X nY) = @. Por otra parte, vemos que f(X) n f(Y) = {b}. Como {b} & &,
entonces f(X)n f(Y) & f(X nY).

O

7.2. Unidn sobre una familia de conjuntos

DEFINICION 7.5. Se denomina suma o unién de una familia de conjuntos F' al conjunto que
reline a todos los elementos que pertenecen a algiin miembro de F

|JF={+|(3D : xe D ADeF)}

Algunos ejemplos:
» Si F = {{a,b}; {b,c}; {d}; e }, entonces UF — {a,b,c,d}, pues:
- ae{a,b}y{a,byeF,porloqueac| JF.
* be{a,bly{a,b}e F (obienbe {b,c}y{bc}eF),porlo quebeUF.
s ce{b,cty{bc}e F,porloquece UF
* de{d}y{d} e F),porlo quedeUF.
ceccFperoF¢ F(obienVDeF (e¢ D) ),porloquee¢UF.

» Si F' = {0,1,2} y consideramos los numeros como meros elementos, se obtendria UF =
. Por ello, debemos necesariamente reescribir los elementos de F' como conjuntos, obte-
niéndose F' = {@; {@}; {@, {&}} }. Luego, vemos que:

- oe{o}y{o}teF,porloqueze| JF.
- {2} e {2, {a}} y {@,{2}} € F, porlo que {@} e JF.

Conello, | JF = {&,{2}} = {0,1} = 2.
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7.2.1. Ejercicios propuestos

7.8. (Solucion 7.8) Demostrar que | |o = 2.

7.9. (Solucion 7.9)  Demostrar que | J {2} = 2.

7.10. (Solucién 7.10) Demostrar que | | {4} = A.

7.11. (Solucién 7.11) Demostrar que | |{4,B} = Au B.
7.12. (Solucién 7.12) Demostrar que | | (a,b) = {a,b}.

7.13. (Solucién 7.13) Demostrarque Ae B = Ac

N

UB).
7.14. (Solucion 7.14) Demostrar: Ac B — (U A) c ( B).

7.15. (Solucion 7.15)  Demostrar: | J(A U B) = (U A) U (U B).

7.16. (Solucion 7.16) Demostrar que si (VA)(4 e B= A c C), entonces (U Bc C).

7.2.2. Una solucion para los ejercicios

7.8. (Ejercicio 7.8) Solucion. De la Definicion 7.5 se obtiene | J& = {z | 3D :ze D A De 2)}.
Es evidente que ~ (D € @), por lo que para todo = no se cumplird la condicién de pertenencia.
Asi,| Jo = 2. O

7.9. (Ejercicio 7.9) Solucion. De la Definicion 7.5 se obtiene U {0} ={z|3D:xeDADE€
{@})}. Esclaroque D = @ estalque D € {@}, por lo que todo = debe cumplir con = € &, lo que es
absurdo. Luego, para todo = no se cumplir la condicion de pertenencia, por lo que U {0} =o.

7.10. (Ejercicio 7.10) Solucion. De la Definicion 7.5 sigue U {A} ={z|3D: xe D A D e {A})}.
Es claro que D = A cumple con D € {A}, por lo que todo = € A pertenece al conjunto. Por ello,

Ay =4 O

7.11. (Ejercicio 7.11) Solucion. A partir de la Definicion 7.5 se obtiene que U {A,B}={z|(3D:
xeD ADe{A B})}.SiD=A,secumple con D € {A, B}, mientras que si D = B también se
cumple. Por ello, todo = € A u B pertenece al conjunto. Por ello, U {A,B} = Au B. O
7.12. (Ejercicio 7.12) Solucion. A partir de la Definicion 7.5 se obtiene U {(a,0)} ={z | 3D :
x €D ADe{{a};{a,b} })}. Vemos que a € {a} y {a} € (a,b), por lo que a € U(a,b). De la
misma forma, b € {a,b} y {a,b} € (a,b), por lo que b e | J(a,b). Por ello, | (a,b) = {a,b}. O
7.13. (Ejercicio 7.13) Solucion. A partir de la Definicion 7.5 se obtiene UB ={z| (3D : z€

D A D e B})}. Dado z € A, como ademas A € B, se cumplen las condiciones de pertenencia.
Asi, todo elemento de A esta en U B, porloque A < UB. O

7.14. (Ejercicio 7.14) Solucion. Sea x U A. Por Definicion 7.5, existe Dtalquex € D A D € A.
Como A < B, entonces D € B, por lo que € | | B. Porlo tanto, | JA < | | B. O

7.15. (Ejercicio 7.15) Solucion. Como A = AuB, por Ejercicio 7.14 se obtiene U Ac U (Au B).
Lo mismo ocurre para B = A U B. Por ello, se obtiene (U A) U (U B) < JuB).

Ahora, si z € U (A u B), por Definicion 7.5 existe C talque z € C A C € Au B. Ello
implicaque (te C A Ce A) v (zreC A C e B),de donde se obtiene z € (UA) U (UB)
Por o tanto, |_J(Au B) < (U A) U (U B), lo que demuestra la igualdad. O
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7.16. (Ejercicio 7.16) Solucion. Sea x € U B. Por Definicion 7.5, existe Dtalquexz € D A D € B.
Por la hip6tesis aplicada sobre D, se sigue que De B== D < C.Conello,ze€ D A D < C, por
lo que z € C. Por lo tanto, | | B < C. O

7.3. Demostracion guiada de Fraenkel y Whitaker (1953)

TEOREMA 6.18. (Cantor-Bernstein-Schroeder) A< B A BXA = A~ DB

g () size A

Etapa 1. De las hipétesis, se podria definir| h: A— B, h(:c)—{f() Sized_ A
x x — Aj]

Explique por qué esta definicion de h no es adecuada.

Etapa 2. Se requiere encontrar K < A que cumpla con ’ gl B—f(K)]=A—-K ‘ .
Expliqgue cémo esto permitiria resolver el conflicto anterior.

Para encontrar al conjunto K, definimos a propdsito una familia de conjuntos F
como:

| F={CcA:g[B-f(C)]cA-C}|

Etapa 3. Demuestre que F' # &.
Etapa 4. Si C € F, demostrarque C < A — g[B — f(C)].

Etapa 5. SiC; € Ay Cy < Atales que C; < Cs, demostrar que A — g[B — f(Cy)] € A—g[B —
f(C2)].

Etapa 6. Definimos| K = UF .Demostrarque C e FF = C < A—g|B — f(K)].

Etapa 7. Demostrar que K € F.

Etapa 8. Definimos ’ H=A-g[B- f(K)] ‘ . Demostrar que H € F.

Etapa 9. Demostrar que K = H y que K cumple con ’ giB—f(K)]=A-K ‘ .

f(z) size K

Ahora si, es posible definiralafuncion| h: A — B |, h(z) = )
P (@) {g_l(x) sireA—K

Etapa 10. Verifique que h esta bien definida.
Etapa 11. Demuestre que h es sobreyectiva.
Etapa 12. Demuestre que h es inyectiva.

Asi, vemos que la funcion i : A — B es biyectiva, de donde se concluye que A ~ B.

Observar que la demostracion del reciproco del Teorema 6.18 se puede hacer facilmente
a partir de los Teoremas anteriores.

© EDGARD ALEJANDRO ARAYA CARRENO edgard.araya@usach.cl



34 Antisimetria de Menor o igual en potencia (Teorema 18)

7.4. Demostracion de Fraenkel y Whitaker (1953) resuelta

TEOREMA 6.18. (Cantor-Bernstein-Schroeder) A< B A BSXA = A~B

Demostracion: Considerando las hipétesis, por Definicion 6.3 existen f: A — Bj biyectiva, con
B; < B, ademas de g: B — A; biyectiva, con A; < A. Buscamos definir h: A — B biyectiva.
A partir de ¢ se define también g—': A; — B, que también es biyectiva.

g (z) size A
f(z) sire A— A

Etapa 1. De las hipotesis, se podria definir| h: A - B |, h(z) =

Como g(B) = A;, entonces sigue que g~ '(A;) = B. Ademas, vemos que:
f(A=A1) =f(A) - f(A1)=B-f(A)cB

Esto significa que existe y € Btalque y = h(z1),21 € A1 e y = h(xa), 20 € A — Aj.
Es decir, h no es funcion.

Etapa 2. Para que h sea funcion, se requiere encontrar K < Atalque g~ ': A—K — B— f(K), 0
bien g: B — f(K) - A— K. Es decir, que K < A cumpla con’ glB-f(K)]=A-K ‘

Para encontrar al conjunto &, definimos a propdsito una familia ' de subconjuntos
de A como:‘ F={CcA:gB-f(C)]cA-C} ‘ Vemos que F < P(A).

Etapa 3. Paraverque F # &, hacemos C = @. Setieneg € Ay A—oa = A. Ademas, f(9) = &,
de donde B — f(@) = B — @ = B. De alli sigue que ¢[B — f(@)] = g(B) = 4; < A.
Con ello, se obtiene ¢g[B — f(&)] < A— @, porlo que @ € F.

Etapa 4. Si C € F, por definicion de F' se obtiene g[B — f(C)] < A — C. Por Ejercicio 7.3, se
obtiene | C < A —g[B - £(C)] |(1)

Etapa 5. Si C; < Ay Cy, < A tales que C; < (s, por Ejercicio 7.4 sigue f(Ci) < f(Ca). Por
Ejercicio 7.2 se obtiene B — f(C2) < B — f(C1). Nuevamente por Ejercicio 7.4, esto
implica que g[B — f(C2)] < g[B — f(C1)], mientras que por Ejercicio 7.2 se obtiene
como resultado‘ A—g[B-f(Ch)] € A—g[B— f(C2)] ‘(2)

Etapa 6. Si C € F, por Ejercicio 7.13 se sigue C < UF Como sabemos que F' < P(A), por
Ejercicio 7.14 se obtiene | J F = | JP(A) = A. Definimos| K = | | F' |y a partir de (1)
y (2) se justifica que:

Cer & 0cA—glB—[(C)] € A=glB-[(K)] —[C = A—glB 1] ]@)

Etapa 7. A partir de (3) y considerando también que C € F, debido al Ejercicio 7.16 se obtiene
que| K =| JF < A—g[B— f(K)] |(4) Porlo tanto, K € F.

Etapa 8. Definimos ‘ H=A-g[B- f(K)] ‘ . Es evidente que H < Ay por (4) se sabe que
K < H. A partir de (2) se obtiene:

Ejercicio 7.3
E

A—g[B—f(K)] € A—g[B—f(H)] = H < A—g[B—f(H)] g[B—f(H)] < A-H

Por lo tanto, H € F.

Etapa 9. Como H € F, por Ejercicio 7.13 se obtiene que H < UF = K, de donde se obtiene
K = H. Esto significaque K = A —g[B — f(K)]. De K € A — g[B — f(K)] se obtiene
por Ejercicio 7.3 que g[B — f(K)] < A — K, mientras que de A — g[B — f(K)] < K se

obtiene por Ejercicio 7.1 que A— K < g[B— f(K)]. Por lo tanto, el conjunto| K = UF

cumple con‘ gl B—f(K)]=A-K ‘
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Ahora si, es posible definir ala funcion| h: A— B |, h(z) = {

Etapa 10.

Etapa 11.

Etapa 12.

f(z) sive K
g H=) sirte A-K

La funcién h esta bien definida, pues si « € K, entonces h(z) = ( ) € f(K), mientras
que siz € A — K, entonces h(z) = g '(z) € g (A - K) = B — f(K). Ademas, ya
sabemos que f(K)u B — f(K)=Byque f(K)n B - f(K) = @.

Para demostrar que h es sobreyectiva, tomamos y € B. Casos: y € f(K) v y €
B — f(K).
= Siye f(K),como K < A, por Ejercicio 7.4 sigue f(K) < f(A) = B;. Como f es
biyectiva, entonces existe « € K tal que y = f(z) = h(x).

» Siye B—f(K),como B—f(K) < B, por Ejercicio 7.4 sigue g[B— f(K)] <
A;. Como g~ es biyectiva, entonces existe 2 € A — K tal que y = g~ *(z)

(B) =
h(z).

”Q

Por lo tanto, B = Rec(h) y h es sobreyectiva.

Six1, 29 € K, entonces h(z1) = h(ze) = f(x1) = f(z2) = 21 = z2.

Six, 20 € A— K, entonces h(z1) = h(xs) = g (1) = ¢~ H(22) = 21 = 0.

Sizi € Kyzy, € A—K, entonces z; # xo. Mientras que h(x1) = f(z1) € f(K)y ademas
h(zo) = g Y (x3) € B — f(K).Como f(K)n B — f(K) = @, se obtiene h(z1) # h(xs).
Por lo tanto, h es inyectiva.

Asi, vemos que la funcion i : A — B es biyectiva, de donde se concluye que A ~ B ©o.

Observar que la demostracién del reciproco del Teorema 6.18 se puede hacer faciimente
a partir de los Teoremas anteriores, pues por Teorema 6.15 de A ~ B se deduce que A < B,
mientras que de A ~ B se deduce por Teorema 4.2 que B ~ Ay de alli, por Teorema 6.15, se
obtiene B < A.
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Ayudantia 8
Conjuntos Finitos (Parte 1)

Version del dia lunes 27 de junio de 2022 a las 14:21 (GMT -4)

8.1. Conjunto Finito segun Tarski

DEFINICION 8.6. Se dice que el conjunto = es un elemento minimal de una familia de conjuntos
Ksiysolosi:| ze K n (YBeK,B#2)(BEa) |

DEFINICION 8.7. Se dice que el conjunto = es un elemento maximal de una familia de conjuntos
Ksiysolosi:| ze K A (YBeK,B#z)(z & B) |

Ejemplo 1. A ={1,2,3} y K1 = {{1}; {3}; {1,2}}

{1} es elemento minimal de K, pues {3} < {1} y {1,2} & {1}.

{3} es elemento minimal de K, pues {1} & {3} y {1,2} & {3}.

{1,2} NO es elemento minimal de K, pues {3} & {1,2} pero {1} < {1, 2}.
{1} NO es elemento maximal de K, pues {1} & {3} pero {1} < {1,2}.
{3} es elemento maximal de K, pues {3} & {1} y {3} <€ {1, 2}.

{1, 2} es elemento maximal de K, pues {1,2} &€ {1}y {1,2} < {3}.

Ejemplo 2. A ={1,2,3} y K» = {o;{1,3}; A}

@ es elemento minimal de K», pues (VB)(@ < B) (y no al revés).

Luego, ningun otro B € K, podra ser elemento minimal, pues @ < B.
@ NO es elemento maximal de K, pues (VB)(2 < B).

{1,3} NO es elemento maximal de K5, pues {1,3} < {1, 2, 3}.

= A es elemento maximal de K, pues A & {1, 3}.

Ejemplo 3. Definimos en N el conjunto N, = N—{0,1,...,k—1}. Porejemplo, N; = {1,2,3,4,5,...};
Ny = {2,3,4,5,...}; N3 = {3,4,5,...}; etc.
Si consideramos la familia de N, como K = {Ny; Na;...; Ng; ...}, vemos que:
= N; NO es elemento minimal de K, pues N, € Nj.
= N, NO es elemento minimal de K, pues N1 & N> pero N3 & Ns.
m En general, N, NO es elemento minimal de K, pues siempre Ny ,1 S Ny.
= N; es elemento maximal de K, pues (Vk € N)(N; & Ni) (1 estaen Ny y en
ninguno mas).

DEFINICION 8.8. Alfred Tarski (1901—1983), en 1924, )
Se dice que el conjunto A es finito si y solo si TODA familia NO VACIA de subconjuntos de
A tiene elemento minimal.
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TEOREMA 8.24. & es finito.

Demostracion. Sabemos que (VA)(2 < A). Entonces, la Unica familia de subconjuntos posible
de definir para @ es K = {@} = P(2).

Evidentemente, & es nuestro Unico candidato a elemento minimal de K. Por Contradiccién,
suponemos que & no es elemento minimal de K; es decir, negamos la Definicion 8.6:

~[geK A VBeK)BEY)] «—~W@eK)v ~[(VBe K)(B & 9)]
— @¢K v (3Be K)(B< )

Ya vemos que es falso que @ ¢ K. Sin embargo, vemos que la otra condicion se cumple,
pues B = & la cumple. Siempre sera complicado demostrar que una condicion ligada a subcon-
juntos de @ es falsa. En este caso, podemos asumir su falsedad suponiendo que B + & .

En primer lugar, no existe B # & tal que B € K. Si suponemos que existe, entonces con-
tradecimos que P(2) = {@}, lo que sabemos que es cierto.

Por ello, en la Definicion 8.6 y Definicion 8.7, es necesario suponer que .

Como sea, @ es elemento minimal de K vy, por tanto, @ es finito.

TEOREMA 8.25. {} es finito.

Demostracion. Vemos que P({z}) = {2, {z}}. Luego, tenemos solamente 3 posibilidades para
“familias de subconjuntos de {z} ™
» K, = {o}, de la que ya sabemos que tiene elemento minimal.
» Ky = {@, {z}}. Aprovechamos de establecer que & es elemento minimal de cualquier con-
junto en que se encuentre, pues (VB)(@ < B) (y no al revés).
= K3 = {x}. En este caso, podemos intuir el mismo dilema légico que tuvimos al demostrar el
Teorema 8.24, al haber un Unico candidato a elemento minimal. Por ello, asumiremos una
explicacién analoga y daremos por demostrado este Teorema. Hay varias formas de salir
de este dilema intuitivamente, siendo la més digna decir que todo conjunto con un elemento
sera equipotente con {&}. -

TEOREMA 8.26. Si A es finito y B < A, entonces B es finito.

Demostracion. Hemos visto que siempre existe una familia no vacia de subconjuntos de B
(incluso si B = o). Digamos que esa tal familia es K.

Pues bien, como B < A, entonces K es una familia no vacia de subconjuntos de A. Luego,
como A es finito, por Definicion 8.8 se sigue que K tiene un elemento minimal. Por lo tanto, B es
finito. O

TEOREMA 8.27. Si A es finito, entonces A n B es finito y A — B es finito.
Demostracion. Como An B< Ay A— B < A, por Teorema 8.26, ambos son finitos. O
TEOREMA 8.28. Si A y B son finitos, entonces A u B es finito.

Demostracion. Por Definicion 8.8, debemos demostrar que toda familia de subconjuntos de AuB
tiene elemento minimal.

Pues bien, sea K una familia no vacia de subconjuntos de A u B. Definiremos primero
una familia de subconjuntos de A, que llamaremos L, que nos permitird controlar mejor a los
subconjuntos de A:

[L={C|(CcA) A 3D B): (CUDeK)} |

En primer lugar, L # @, pues si E € K, entonces C = E n A estal que C € L. Vemos que
FEe K= Fc Au B, de donde se sigue que En A< (Au B) n A= A. Ademas, vemos que
D=F-AestalqueE—-Ac (AuB)-A=B-AcByqueCuD=(EnA)u(E—A)c AuB.

Ahora, como A es finito y (VC)(C < A), entonces L es una familia de subconjuntos de A;
por Definicion 8.8, L tiene elemento minimal. Digamos que z.,, es tal elemento minimal.

Como ya pudimos controlar a los subconjuntos de A mediante L, con el mismo objetivo
definimos ahora una familia de subconjuntos de B, que llamaremos M:

| M= {F|(FSB) A Fuz, €K} |
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Nuevamente, vemos que M # &, pues como z.,,, € L, se sigue que x,, < A; luego, dado
F=2c B,entonces Fuz,, € Au B.

Ademas, como B es finitoy (VF)(F < B), entonces M es una familia de subconjuntos de
B; por Definicion 8.8, M tiene elemento minimal. Digamos que y,, es tal elemento minimal.

Contamos hasta el momento con z,, € L y y,, € M elementos minimos de L y M, respec-
tivamente. Vemos que z,, U y., € K por definicién de M. Por ello, z,, U y,, parece ser un buen
candidato a minimo de K, lo que demostraremos a continuacion.

Por Contradiccion, supondremos que existe un mejor candidato a minimal de K; digamos

z € K tal que (subconjunto pero no igual). Primero, lo descomponemos en 2

partes para estudiarlo mejor:

cek —[FEA0E]

:’ (mem)U(Zﬁym)gAuB‘

Verificamos que estas dos partes unidas nos retornen z:

(znam) U (2N Ym) =20 (Tm UYm) =2 (PUES 2 C Ty U Ypy)

Ahora, veremos cémo aprovechar estas dos partes. Primero, vemos que ,

pues zNnwz,, € Ay zny, S Btalque z € A u By, por tanto, z € K (ver a z como unién de las
dos partes). Luego, como z n z.,,, € L ¥ x,,, €s minimal de L, entonces .
Ahora, vemos que , pues z Ny, € By ademas:

ze Kk = z:(zmxm)u(zmym):’ xmu(zmym)eK‘

Luego, como z n y,, € M e y,,, €s minimal de M, entonces .
Por lo tanto, , lo que contradice la hipotesis y lo establece como ele-

mento minimal de K.
Como K es cualquier familia de subconjuntos de A u B, se concluye que A L B es
finito. O

TEOREMA 8.29. Si A es finito, entonces A u {x} es finito.

Demostracion. Por Teorema 8.25, {z} es finito. Como ademas A es finito, por Teorema 8.28, se
concluye que A u {z} es finito. O

TEOREMA 8.30. Si A es finito, entonces toda familia NO VACIA de subconjuntos de A tiene
elemento maximal.

Demostracion. (Tarski, 1924) Como A es finito, por Definicion 8.8 toda familia de subconjuntos
de A tiene elemento minimal.

Dada una familia no vacia K de subconjuntos de A, definimos otra familia L de subcon-
juntos de A para que un elemento minimal de L nos permita determinar un elemento maximal de
K. Apelando a la intuicion adquirida al buscar supremo e infimo de conjuntos en R, definimos:

| L—{BcA:A-Bek)}|

Como K es no vacia, existe B € K. Observando que B = A — (A — B) y sabiendo que
A — B c A, se obtiene que A — B € L, por lo que la familia L es no vacia.

Luego, como L es una familia no vacia de subconjuntos de A, por Definicion 8.8 se sigue
que L tiene elemento minimal. Supongamos que = es elemento minimal de L.

Por definicion de la clase L, vemos que A — z € K. Verificaremos que A — = sea elemento
maximal de K; es decir, que cumpla con la Definicion 8.7. Esto lo haremos por Contradiccién.
Supondremos que existe y € K talque A —z < y.
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Como y € K, observando nuevamente que y = A — (A —y), vemos por definicion de L que
A —ye L.PorEjercicio 7.1, A—z S yequivalea A —y < x.

Asi, hemos encontrado que A — y € L y ademas A — y < z. Esto significaria que = no es
elemento minimal de L, resultando en una Contradiccion.

Concluimos que A — x sera elemento maximal de K. Asi, toda familia K de subconjuntos
de un conjunto A finito tendra elemento maximal. O

TEOREMA 8.31. Si toda familia NO VACIA de subconjuntos de A tiene elemento maximal, en-
tonces A es finito.

Demostracion. Sea K una familia de subconjuntos de A y sea A — x su elemento maximal.
Definimos la familia L tal como en la demostracién anterior. Dado que A — x € K, se obtiene por
definicion de L que z € L, por lo que L es no vacia.

Ahora, debemos demostrar que z es elemento minimal de L, lo que haremos nuevamente
por Contradiccién. Suponemos que existe A —y € Ltalque A—y < z. Como A—y e Ly
observando nuevamente que y = A — (A — y), se obtiene que y € K.

Ahora, en la demostracién anterior ya vimos que A — y < x es equivalente a decir que
A — x < y. Esto contradice que A — = sea elemento maximal de K, lo que demuestra que L
tiene elemento minimal. Finalmente, por Definicion 8.8, se concluye que A es finito. O

8.2. Principio de Inducciéon y Conjuntos Finitos

TEOREMA 8.32. Dado un conjunto A y una cierta propiedad p(B). Si se cumple que:
32A. A esfinito.

32B. p(@) (es verdadero).

32C. (Vae A)(VB < A)(p(B) = p(Bu{a}))

Entonces p(A) (es verdadero).

Demostracion. Supondremos que se cumplen 32A., 32B. y 32C. Definimos la familia K de
subconjuntos B < A que hacen verdadera la propiedad p(B): ’ K={BcA: pB)} ‘ .

Con ello, demostrar que se cumple p(A) equivale a demostrar que A € K.

Vemos que @ < Ay por 32B. se cumple p(2). Luego, @ € K, por lo que K es no vacia.

Ademas por 32A., se sabe que A es finito. Por Teorema 8.30, sigue que K tiene elemento
maximal.

Ahora buscamos demostrar que A es elemento maximal de K; es decir, que cumpla con
la Definicion 8.7, lo que nos llevaria a que A € K, que es lo que queremos demostrar.

Supondremos por Contradiccion que A no es elemento maximal de K; esto significa que
existe r € K tal que x < A, con x # A (0, en otras palabras, que x es elemento maximal de K).
Esto ultimo nos dice que A — x # &; es decir, existe a € A — x 0, mejor aun, existe a € A tal que
a¢ x.

Como z € Ky z < A, por definiciébn de K se cumple p(z). Como ademas a € A, por
32C. se cumple p(B v {a}). También de a € A se sigue que {a} < A; como x < A, entonces
z U {a} € A.

De las conclusiones anteriores se sigue que x U {a} € K. Si observamos que = < x u {a},
entonces se contradice que x es elemento maximal de K.

Asi, hemos demostrado que A es elemento maximal de K, de donde se sigue que A € K
y, por definicién de K, se cumple p(A). O

TEOREMA 8.33. Si A es un conjunto finito y K una familia de subconjuntos de A que cumple:
33A. e K.
33B. (Vae A)(WVBcS A)(BeEK = Bu{a}eK)

Entonces A € K.
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Demostracion. Sea A finito y K una familia de subconjuntos de A que cumple 33A. y 33B.
Debemos demostrar que A € K, recurriendo a demostrar que se satisface el Teorema 8.32. Es

evidente que se satisface 32A., pues A es finito. Debemos definir la propiedad | p(B) : Be K |.

De 33A. se cumple p(@). De 33B. se cumple que (Va € A)(VB < A)(p(B) = p(B u {a}).
Puesto que se satisfacen 32A., 32B. y 32C., por el Teorema 8.32 se obtiene p(A), lo que
nos permite concluir que A € K. O

TEOREMA 8.34. A es finito si y solo si A pertenece a TODA familia K de subconjuntos de A que
satisface 33A. y 33B.

Demostracion. (=) Esto ya esta demostrado, pues es exactamente el Teorema 8.33.

(«<==) Suponemos que para toda familia K de subconjuntos de A se cumple que A € K y ademas
se cumplen 33A. y 33B. Debemos demostrar que A es finito.

Si definimos K como la familia de TODOS los subconjuntos finitos de A, al demostrar que
A e K se obtiene de inmediato que A es finito. Por ello, debemos demostrar que este conjunto K
satisface también 33A. y 33B.

Pues bien, como o < A y ademas & es finito (por Teorema 8.24), se sigue que @ € K.

Ahora, si a € A, entonces {a} = A. Ademas, por Teorema 8.25, {a} es finito. Si ademas
B € K, esto significa que B < Ay que B es finito. Luego, es facil ver que B u {a} = Ay ademas,
por Teorema 8.29, se sigue que B u {a} es finito; asi, B u {a} € K.

Como nuestro conjunto K satisface 33A. y 33B., por hipétesis se sigue que A € K, de
donde se concluye que A es finito. O

TEOREMA 8.35. (Sierpinski, 1918). A es finito siy solo si A pertenece a TODA familia K de
subconjuntos de A que cumple:

35A. o e K
35B. ac A = {a} e K
35C. Be K nCe K — Bu(CeK

Demostracion. (<) Sea K la familia de todos los subconjuntos finitos de A y suponemos por
hipotesis que A € K y que K cumple con 35A., 35B. y 35C. Debemos demostrar que A es finito,
recurriendo a demostrar que se satisface el Teorema 8.34. Es claro que la hipétesis 35A. permite
satisfacer directamente a 33A., por lo que solo nos queda demostrar que se satisface 33B.

Seaae AyB< Ay Be K. Como a € A, por 35B. se sigue que {a} € K. Como ademas
B € K, por 35C. se sigue que B u {a} € K. Asi, vemos que se satisfacen los requisitos del
Teorema 8.34, por lo que se concluye de inmediato que A es finito.

(=) Suponemos que A es finito y que K es una familia de subconjuntos de A que satisfa-
ce 35A., 35B. y 35C.. Debemos demostrar que (VK )(A € K). No debemos olvidar que K < P(A).

Por 35A. se tiene que @ € K, por lo que se satisface 33A.

De 35B. se sabe que a € A = {a} € K. Suponiendo ademas que B € K (es permitido,
pues es hipotesis en 35C.), se sigue por 35C. que Bu{a} € K. Asi, se satisface 33B. Finalmente,
por Teorema 8.33, se sigue que A € K. O

TEOREMA 8.36. (Kurafowski, 1920). A es finito siy solo si K = P(A) es la unica familia de
subconjuntos de A que satisface:

36A. K < P(A)

36B. o e K

36C. ac A — {a}e K

36D. Be K ACe K = Bu(CeK

Demostracion. (—>) Suponemos que A es finito. Debemos demostrar que P(A4) cumple con
36A., 36B., 36C. y 36D. y, mas aun, que es la Unica familia de subconjuntos de A que lo cumple.

Primero, vemos que P(A) < P(A), por lo que se satisface 36A. Ademas, sabemos que
@ € P(A), por lo que se cumple 36B. También es evidente que si a € A, entonces {a} < A, de
donde {a} € P(A), por lo que se satisface 36C.
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Finalmente, de B € P(A) y C € P(A) se deduce que B < Ay C < A, de donde sigue
Bu C < A, queimplica Bu C e P(A), por lo que se cumple 36D.

Ahora bien, por Contradiccion, supondremos que existe otra familia K de subconjuntos
de A (K # P(A)) que también satisface 36A., 36B., 36C. y 36D. Ademas, consideraremos un
subconjunto cualquiera D < A (es decir, D € P(A). Como A es finito, por Teorema 8.26 se sabe
que D es finito. Nuestro objetivo ahora es demostrar que D € K, lo que haremos mediante el
Teorema 8.33.

Para ello, ya contamos con que D es finito y que se satisface 33A. (por 36B.), por lo que
debemos verificar que se satisface 33B. Pues bien, si d € D, como D < A se sigue por 36C.
que {d} € K. Si ademas consideramos B < A, entonces B € K. Luego, por 36D. se obtiene
Bu{d}eK.

Como nuestro conjunto K satisface 33A. y 33B., se sigue que D € K. Es decir, a partir de
D € P(A) obtuvimos que D € K, de donde se obtiene P(A) < K . Si ahora agregamos que se

cumple 36A., podemos concluir que| K = P(A) |, lo que contradice que K # P(A).
Asi, P(A) es la Unica familia de subconjuntos de A que satisface 36A., 36B., 36C. y 36D.

(«<=) Sea K la familia de todos los subconjuntos finitos de A. Debemos demostrar que K
satisface 36A., 36B., 36C. y 36D. Segun la demostracion previa, como P(A) es el Unico conjunto
que satisface esas 4 propiedades, se obtendra que K = P(A), de donde se seguirda que A es
finito.

Pues bien, como K es la familia de todos los subconjuntos finitos de A, en particular K <
P(A), lo que satisface 36A. Por otra parte, como @ < Ay, por Teorema 8.24, & es finito, entonces
@ € K, lo que satisface 36B. Ademas, si a € A, se sigue que {a} < Ay, por Teorema 8.25, {a}
es finito. Luego, {a} € K, lo que satisface 36C. Por ultimo, si Be Ky C € K, entonces B< Ay
C < A, porloque BuC < A. Ademas, By C son finitos, de donde por Teorema 8.28 se obtiene
BuC finito. Luego, Bu C € K, lo que satisface 36D. Asi, vemos que K = P(A). Como A € P(A),
entonces A es un subconjunto finito de A, lo que implica que A es finito. O
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Version del dia lunes 27 de junio de 2022 a las 14:21 (GMT -4)

| 9.1. Primeras consecuencias |

TEOREMA 9.37. Si A es finito y f es una funcién cuyo dominio es A y cuyo recorrido es B,
entonces B es finito.

Demostracion. Definimos la familia de subconjuntos’ K={C: Cc An f(C) esfinito} ‘ . Ve-

mosque g€ K,pues @ c Ay f(2) = 2.

Ahora, suponemos a € Ay C € K. Vemos que {a} < Ay ademas C < A, por lo que
C u {a} = A. Podemos ver facilmente que f({a}) es finito (pues evaluamos la funcién sobre un
conjunto con un solo elemento, lo que evidentemente nos llevara a obtener un nuevo conjunto
que también tendra un solo elemento y, por Teorema 8.25, ese nuevo conjunto es finito). Como
C € K, entonces f(C) es finito (por definicién del conjunto K). Luego, por Teorema 8.28, se sigue
que f(C) v f({a}) es finito.

Por Ejercicio 7.5, f(A) u f(B) = f(Au B). De alli, f(C u {a}) es finito, lo que nos permite
demostrar que C' v {a} € K. Luego, por Teorema 8.33, A € K. Finalmente, como por hipotesis
B = f(A), se concluye que B es finito. O

TEOREMA 9.38. Si A es finito, entonces P(A) es finito.

Demostracion. Partiendo de que A es finito, queremos demostrar que P(A) es finito, para lo
que utilizaremos el Teorema 8.383. Definimos’ K={B: B A A P(B) esfinito} ‘ . Con ello,

demostraremos que A € K y que K satisface 33A. y 33B. Vemos rapidamente que @ € K, pues
o < Ay P(@) = {} es finito (por Teorema 8.25). Asi, se satisface 33A.

Ahora, para satisfacer 33B., suponemos a € Ay B € K. Sia € B, vemos que {a} < B, por
lo que B u {a} = By la propiedad 33B. se cumple trivialmente.

Por ello, ahora nos ponemos en el caso a ¢ B. Ya sabemos que B u {a} < A, pues de
B € K se obtiene que B < Ay de a € A sesigue {a} = A. Por la definicién del conjunto, nos que-
da probar que P(Bu{a}) es finito dado que P(B) es finito, de donde se obtendra que Bu{a} € K.

Definimos la funcion f como conjunto de pares ordenados:’ f={C,Cu{a}) : CeP(B)} ‘

. Vemos rapidamente que el dominio de f es P(B). Ahora, como a ¢ B, vemos que {a} ¢ B,
por lo que {a} ¢ P(B). Asi, se sigue que C' u {a} € P(B u {a}) — P(B). Asi, nuestro candidato a
recorrido de f serd P(B u {a}) — P(B).

Ahora, si D € P(B v {a}) — P(B), es claro que D — {a} € P(B). Asi, se sigue que
(D — {a}, D) € f. Por tanto, hemos probado que P(B v {a}) — P(B) es el recorrido de f.

Por Teorema 9.37, como P(B) es finito (pues B € K) y f tiene dominio P(B) y recorrido
P(B u {a}) — P(B), se obtiene que P(B u {a}) — P(B) es finito.

Finalmente, si observamos que P(B u {a}) = (P(B v {a}) — P(B)) u P(B), por Teore-
ma 8.28 se concluye que P(B u {a}) es finito. Asi, se sigue que B u {a} € K.

Asi, como A es finito y K satisface 33A. y 33B., por Teorema 8.33 se obtiene A € K. En
particular, se obtiene que P(A) es finito, lo que concluye la demostracion. O
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TEOREMA 9.39. Si A es una familia finita de conjuntos y todo elemento de A es finito, entonces
U A es finito.

Demostracion. De forma muy similar a la demostracion anterior, utilizaremos el Teorema 8.33

y definiremos la familia de familias K como| K = {B : BC A A UB es finito} . Debemos

demostrar que A € K y que K satisface 33A. y 33B.
Vemos que @ € K,pues o < Ay U@ = o (Ejercicio 7.8). Asi, K satisface 33A.
Para 33B.,seaac Ay sea B < Atal que B € K. Debemos demostrar que B u {a} € K.
Como a € A, entonces {a} < A. Como B € K, entonces B < A. Con ello, B u {a} < A.

Ahora, por Ejercicio 7.15 se tiene | | (B L {a}) = (U B) U (U {a}). Luego, por Ejerci-
cio 7.10 se tiene U {a} = a. Como a € Ay (por Hipotesis) todo elemento de A es finito, entonces
a es finito. Como B € K, se sabe que UB es finito. Luego, por Teorema 8.28, se deduce que
U (B u {a}) esfinito. Asi, B u {a} € K, por lo que se satisface 33B.

Por Teorema 8.33, se sigue que A € K, lo que en particular implica que U Aesfinito. O

TEOREMA 9.40. Si'P(A) es finito, entonces A es finito.

Demostracion. Sea K la familia de todos los subconjuntos finitos de A. Asi, K = P(A). Luego,
por Teorema 8.26, se sigue que K es una familia finita. Por la misma definicion de K, todo
elemento de K es finito. Luego, por Teorema 9.39, UK es finito.

Observamos que si a € A, entonces {a} < Ay, por Teorema 8.25, {a} es finito, por lo que
{a} € K. Por Definicién 7.5, como a € {a} y {a} € K, entonces a € U K. Asi, todo elemento de A
estara en UK, por lo que A < UK Como UK es finito, por Teorema 8.26 se sigue que A es
finito. O

TEOREMA 9.41. Si A es una familia de conjuntos y U A es finito, entonces A es finito y todo
conjunto que sea un elemento de A es finito.

Demostracion. Sea a € A. Por Ejercicio 7.13, se sigue que a = (U A). Como U A es finito, por
Teorema 8.26 se obtiene que a es finito. Asi, todo elemento de A es finito.
Por otra parte, como UA es finito, por Teorema 9.38 se tiene P (U A) es finito.

Por Ejercicio 7.13, sia € A, entonces a < (U A), lo que nos llevaaque a e P (U A). Por
lo tanto, A< P (U A), de donde por Teorema 8.26 se concluye que A es finito. O

9.2. Equipotencia y Orden en Conjuntos Finitos

TEOREMA 9.42. Si A es finito y A ~ B, entonces B es finito.

Demostracion. Como A ~ B, por Definicion 4.1 existe f : A — B biyectiva, con Dom(f) = Ay
Rec(f) = B. Como ademas A es finito, por Teorema 9.37 se sigue que B es finito. O

TEOREMA 9.43. Si A esfinito y B < A, entonces B es finito.

Demostracion. Como B < A, por Definicion 6.3 existe un conjunto C talque B~ Cy C < A.
Como A es finitoy C < A, por Teorema 8.26 se sigue que C es finito. Como ademas
B ~ C, por Teorema 9.42 se obtiene que B es finito. O

TEOREMA 9.44. Si A es finito y B un conjunto cualquiera, entonces A< B v A~ B v B < A.

Demostracion. Definimos‘ K={C:CcAA(C<Bv (C~Bv B<(C)} ‘

Usaremos el Teorema 8.33 para demostrar que A € K, por lo que debemos demostrar
primero que K satisface 33A. y 33B. Vemos que @ < A. Como @ < B, por Teorema 6.16, sigue
@ < B. Por Teorema 6.22D. se obtiene (& ~ B v @ < B). Asi, se obtiene que @ € K, lo que
satisface 33A.
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Ahora, para satisfacer 33B., suponemosae€ Ay C € K. Sia € C, vemos que {a} < C, por
lo que C' u {a} = C'y la propiedad 33B. se cumple trivialmente. Por ello, suponemos que a ¢ C.
Como C € K,sesigueque C c Ayque (C<B v C~B v B<().ComoaceA,

entonces {a} < A, de donde se obtiene que | C u {a} < A |. Debemos analizar los tres casos

por separado:
= Si C < B, por Definicién 6.4, C < B. Por Definicion 6.3, existe f : C — D biyectiva y
D < B,D # B. Asi, existe b € B — D. Definimos entonces la funcién:

f(x) sizeC

g:Cu{a}%DU{b}vg(f)_{b sir=a

Esta funcion g sera claramente biyectiva, por lo que se sigue que C' u {a} ~ D u {b}. Como
D < Bybe Bimplica {b} < B, entonces D u {b} < B; luego, por Definicion 6.3, se

sigue que C v {a} < B. Por Teorema 6.22D. se obtiene‘ Cuf{a}<B v Cuf{a}~B
de donde se concluye que C' u {a} € K.

E]

= SiC ~ B, por Simetria (Teorema 4.2), B ~ C. Por Teorema 6.15, se obtiene B < C.
Como C < C u {a}, por Teorema 6.16 se sigue C < C u {a}. Luego, por Transitividad
(Teorema 6.17), se obtiene B < C u {a}. Por Teorema 6.22D. esto implica que B < C' u
{a} v B~ C u {a}, de donde se concluye que C u {a} € K.

» Si B < C, como ya vimos que C' < C u {a}, por Teorema 6.22C. se obtiene B < C v {a},
de donde se concluye que C' u {a} € K.

Asi, en los tres casos, C € K = C u {a} € K, por lo que se satisface 33B. De alli, por
Teorema 8.33, A € K, lo que en particular implicaque A< B v A~ B v B < A. O

TEOREMA 9.45. Si A es finito y B no es finito, entonces A < B.

Demostracion. Por Contradiccion, supondremos que ~ (A < B). Por Tricotomia (Teorema 9.44),
esto implica suponer que se cumple A ~ B o bien B < A. Para simplificar las cosas, por Simetria
(Teorema 4.2), se cumple B~ A v B < A. Luego, por Teorema 6.22D. se obtiene B < A.
Como por hipotesis A es finito, por Teorema 9.43 se obtiene que B es finito, lo que contra-
dice la hipotesis de que B no es finito. Por lo tanto, se concluye que A < B. O

9.3. Conjunto Finito segun Dedekind

DEFINICION 9.9. Un conjunto A es finito segun Dedekind si y solo si A no es equipotente con
ninguno de sus subconjuntos propios:

Afinito segln Dedekind «<— ¥YBC A, B # A ~ (A~ B) |

TEOREMA 9.46. Si A es finito, entonces A es finito segun Dedekind.

Demostracion. Por Contradiccién, suponemos que A es finito y A no es finito segun Dedekind.
Por negacion de la Definicion 9.9, existe B < A, B # A tal que B ~ A. Por la Definicion 4.1, existe
f + A— B biyectiva. Definimos un conjunto K auxiliar como:

| K={C : C<A A f(C)SC Af(C)#C} |

A partir de f(A) = B, como B < A, se obtiene que f(A) < A, loque llevaa que A € K.
Esto significa que K es no vacio. Como A es finito y K es una familia no vacia de subconjuntos
de A, por Definicion 8.8 se sigue que K tiene elemento minimal, digamos .

Esto implica, por Definicion 8.6, que x € Ky que Vy € K,y # z(y & x).

Como z € K, por la definicion de K setienequez € A A f(z) Sz A f(z) #x.

Como f(x) < xy x < A, por Transitividad se obtiene| f(z) = A | A f(z) # A.

Considerando P c Q € A = f(P) < f(Q), entonces’ fIf@)] < flx) A fIf(2)] # f(=x) ‘
Asi, hemos demostrado que f(z) € K. Asi, existe y = f(z) # « tal que f(z) < =z, lo que
contradice que = sea elemento minimal de K. Por lo tanto, A debe ser finito segun Dedekind.
O
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TEOREMA 9.47. Si A es finitoy B # A es tal que B < A, entonces B < A.

Demostracion. Como B < A, por Teorema 6.16 se cumple B < A. Por Teorema 6.22D. esto
implica que B ~ A o bien B < A. Consideraremos por simetria (Teorema 4.2) que A ~ B 0
B < A.

Como A es finito, por Teorema 9.46, A es finito segun Dedekind. Como B < A, B # A,
entonces ~ (A ~ B). Luego, la Unica posibilidad que resta es B < A. O

TEOREMA 9.48. Si A, B,C son finitosy A< ByBn C =@, entonces AuC < BuC.

Demostracion. De A < B, por Definicion 6.4 se sigue que A X B A ~ (B < A).De ~ (B < A),
por Contrapositivo del Teorema 6.15, se obtiene| ~ (B~ A) |.

Pues bien, como A < B, entonces existe B; tal que A ~ By y . Por Teore-
ma 6.16, vemos que B; < B, lo que por Teorema 6.22D. implica que By < B v By ~ B.

Si By ~ B, entonces por Transitividad (Teorema 4.3) se obtiene A ~ B (=<). Por lo tanto,
solamente puede ocurrir que By < B. Luego, por Contrapositivo del Teorema 6.22A. ~ (B < By)

y por Contrapositivo del Teorema 6.16 se obtiene B ¢ B;. Esto implica que .

Nuestro objetivo ahora es demostrar que A u C' < By u C. Primero, por Teorema 6.15,
A ~ B; implica A < B;. Ademas, por Teorema 4.1 C ~ C, lo que por Teorema 6.15 lleva a
Cx<C.

Ahora veremos que B; n C = @ también se cumple. Por Contradiccion, suponer que
x € BynC.Como B; € B, entonces z € Bn C, lo que contradice que B C = &. Asi, se obtiene
que By nC = @.

Por lo tanto, por Teorema 6.19A. se obtiene| AuC < B u C' |.

Ahora demostraremos que B; u C < B u C. Primero, como B y C son finitos, el Teo-
rema 8.28 implica que B u C es finito. A estas alturas, es posible demostrar que: By € B =
BiuCcBuCyque By #B < By u(C # Bu(C. Asi, por Teorema 9.47, se obtiene que
‘ BiuC<Bu(C ‘ .

Finalmente,como AuC X ByuCy By uC < BuC, por Teorema 6.22B. se concluye
quel AuC<BuUC | O

TEOREMA9.49. Si A, B,C, D sonfinitosyA < ByC < DyBnD = &, entonces AuC < BuD.

Demostracion. De A < B, por la demostracion anterior, se deduce que existe By € B,B; # B
tal que A ~ B;. Deigual forma, de C < D se deduce que existe D; < D, D; # D talque C ~ D;.

Como A ~ By, por Teorema 6.15 se sigue que A < B;. De igual forma, de C ~ D, se
sigue que C' < D;. Ademas, es sencillo ver que B n D = & implica que By n D, = &. Asi, por
Teorema 6.19A. se obtiene\ AuC<XBiuD;

Ahora demostraremos que B; v D < B u D. Primero, como B y D son finitos, el Teo-
rema 8.28 implica que B u D es finito. A estas alturas, es posible demostrar que: B; € B =
BiuD<c BuDyque By # B« ByuD# BuD. Asi, por Teorema 9.47, se obtiene que

BiuD<BuD |

También demostraremos que B; u D; < By u D. Como B es finito y B; < B, por Teore-
ma 8.26 se sigue que B; es finito. Ahora, como B; y D son finitos, el Teorema 8.28 implica que
B; u D es finito. Nuevamente, es posible demostrar que: D; € D = B, u Dy € By u D y que
D1 # D < By u Dy # By u D. Asi, por Teorema 9.47, se obtiene que’ BiuDy<BiuD |.

Asi, por Transitividad (Teorema 6.21C.) se obtiene que B; u D; < B u D. Como ademas
AU C < By u Dy, por Teorema 6.22B. se concluye que| AuC < Bu D | O

TEOREMA 9.50. Si A esfinitoyx ¢ A, entonces A < A v {z}.

Demostracion. Sea A finito, z ¢ Ay hacemos‘ K={B: B<A A B<Buix}} ‘ . Verifica-

remos primero que K satisface 33A. y 33B.

En primer lugar, vemos que @ < A. Ademas, {z} es finito y {z} # @ es tal que @ < {x}.
Luego, por Teorema 9.47 se obtiene @ < {z}. Observando que @ u {z} = {z}, se obtiene que
@ < @ u {z}. Asi, hemos demostrado que @ € K, por lo que K satisface 33A.
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Ahora, suponemos que a € Ay que B < A es tal que B € K, de donde B < B u {z}.
Debemos demostrar que B u {a} € K; es decir,que Bu {a} € Ay que Bu {a} < (Bu{a})u{x}.

Sia € B, entonces B u {a} = B, por lo que la induccién se cumple trivialmente. Por ello,
debemos ponernos en el caso en que a ¢ B. A estas alturas es facil demostrar que B u {a} < A.

Como A es finitoy B < A, por Teorema 8.26 B es finito. Ademas, por Teorema 8.25, {a} y
{«} también son finitos. Aplicando dos veces el Teorema 8.28, se obtiene que (B u {a}) u {z} es
finito.

Como z ¢ A, entonces = # a, por lo que B u {a} < (B u {a}) u {z}. Ademas, se cumple
que Bu{a} # (B u{a}) u{z}. Asi, por Teorema 9.47, se concluye que Bu {a} < (Bu{a}) u {z}.

Entonces, hemos demostrado que B u {a} € K y que K satisface 33B. Finalmente, por
Teorema 8.33, se concluye que A € K; es decir, que A < A U {z}. O

TEOREMA 9.51. Si A, B son finitos, entonces A x B es finito.

Demostracion. Como Ay B son conjuntos finitos, por Teorema 8.28 se obtiene A u B finito.
Luego, por Teorema 9.38, P(A u B) es finito.
Aplicando nuevamente el Teorema 9.38, entonces P[P (A u B)] es finito.
Por Ejercicio 9.1 se tiene que A x B < P[P(A u B)]; luego, por Teorema 8.26, se concluye
que A x B es finito. O

TEOREMA 9.52. Si A, B son finitos, entonces AP es finito.

Demostracion. Aplicando induccién sobre el exponente y dejando fijo a B, se define el conjunto
auxiliar| K = {C : C < A n B¢ esfinito} |. Vemos que @ < A, mientras que por Ejercicio 5.1

sabemos que B? = {3} y por Teorema 8.25 se sigue que B? es finito.

Asi, @ € K, por lo que se satisface 33A. Para satisfacer 33B., suponemosac Ay C € K.
Sia e C,vemos que {a} = C, porlo que C u {a} = Cy la propiedad 33B. se cumple trivialmente.

Por ello, ahora nos ponemos en el caso a ¢ C. Ya sabemos que C' u {a} < A, pues de
C € K se obtiene que C < Ay de a € A se sigue {a} = A. Por la definicién del conjunto, nos
queda probar que B¢“{% es finito dado que B¢ es finito, de donde se obtendra que C U {a} e K.

A partir del Teorema 5.11 se sabe que B¢“{* ~ B¢ x B4}, Ya sabemos que B¢ es finito,
mientras que por Ejercicio 5.4 sabemos que B{* = { {(a,)},y € B}. Es posible establecer una
funcién f : B — B{% y demostrar que f es sobreyectiva, por lo que Rec(f) = B!, Asi, por
Teorema 9.37, se sigue que B! es finito. Luego, por Teorema 9.51 se obtiene que B x Bi#}
es finito y por Teorema 9.42 se obtiene que B““{*} es finito. Con ello, se satisface también la
propiedad 33B.

Finalmente, por Teorema 8.33 se sigue que A € K, que en particular implica que B* es
finito. O

9.3.1. Ejercicios Propuestos
9.1. (Solucion 9.1) Demostrar que A x B = P[P(A u B)].

9.3.2. Una solucion para los Ejercicios

9.1. (Ejercicio 9.1) Solucion. Sea x € A x B. Por definicion de A x B, sabemos que z = (a, b),
cona e Ay be B. Por definicion de par ordenado, podemos escribir x = { {a}; {a,b} } .

Como a € A, en particular a € A U B. Asi, vemos rapidamente que {a} = A u B. De aqui,
se obtiene que‘ {a} e P(AU B) ‘ .

De igual forma, como b € B, se sigue que b€ A u B. Como ademas a € A U B, entonces
{a,b} € A U B, de donde se obtiene que’ {a,b} e P(A U B) ‘ .

De la misma forma, como {a} € P(Au B) y {a,b} € P(Au B), entonces = < P(Au B). De
aqui se obtiene de inmediato que = € P[P(A u B)]. Por lo tanto, A x B < P[P(A u B)]. O
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10.1. Definicion y Axioma de Cardinalidad

El Cardinal de A se simboliza como K(A) y se asume como idea primitiva.

Axioma de Cardinalidad: ’ K(4)=K(B) <= A~B ‘

DEFINICION 10.10. = es un (nimero) cardinal si y solo si existe un conjunto A tal que K(A) = z.

Existencia de un numero cardinal

Como A es un conjunto, si decimos que K(A) = z, entonces por Definicion 10.10 = seria
un numero cardinal, si existe. Pero la existencia del cardinal de cualquier conjunto es una
idea primitiva, por lo que el acto de definir el cardinal de un conjunto como K(A) = x bastara de
ahora en adelante para suponer su existencia.

Correspondencia entre Conjuntos y Cardinales

A partir de la Definicion 10.10, vemos que a cada conjunto le corresponde un ndmero
cardinal. Sin embargo, ese cardinal podria no ser Unico para ese conjunto. Por ello, en cada
ocasién habra que demostrar que el cardinal del conjunto sera tnico.

Al revés, dado un ndmero cardinal, no es posible asociarlo con un dnico conjunto, sino
que con una familia (o clase) de conjuntos que sean equipotentes entre si (por Axioma de
Cardinalidad). Asi, preguntarse cual es EL conjunto cuya cardinalidad es 2 no tiene sentido.

| 10.2. Suma de Cardinales |

TEOREMA 10.53. Existen A, B conjuntos talesque An B =@ A K(A)=m A K(B) =n.

Demostracion. En este caso, queremos probar la existencia de los conjuntos A y B que cum-
plen las condiciones dadas. Por la Definicion 10.10, como m,n son cardinales, existen conjuntos
Ay, By tales que K(A;) = my K(B;) = n. Por el Teorema 4.9, a partir de A; y By se puede

obtener A,Btalesque A ~ A, A B ~ By A . Finalmente, por el Axioma de

Cardinalidad, de las equipotencias se obtiene’ K(A) =m ‘y’ K(B)=n ‘ O

TEOREMA 10.54. Existe un unico cardinal p y existen A, B conjuntos que cumplen con An B =
I ANKA =m A KB)=n AK(Au B) =p.

Demostracion. Aqui debemos probar que el cardinal p que cumple las condiciones dadas es
unico. Como ya vimos, la existencia de p esta garantizada por la existencia del conjunto A u B
(Axioma de la Unidn) y porque K(A u B) = p. En tanto, la existencia de los conjuntos A, B que
cumplen las tres primeras condiciones esta garantizada por el Teorema 10.53.

Entonces, para probar que p es Unico, suponemos que existe py # p y conjuntos A;, B;
talesque 41 "By =@ A K(A1))=m A K(B1) =n A K(A1 U By) = po.

Como K(A;) = m = K(A), por Axioma de Cardinalidad se sigue A; ~ A. Analogamente
se obtiene B; ~ B. Como ademas A n B = @y A; n By = @, por Teorema 4.4 se obtiene
AuB~ Al U Bl.

Luego, por Axioma de Cardinalidad, (A u B) = K(A; u By), por lo que p = po. O
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DEFINICION 10.11. Decir que equivale a decir que existen conjuntos A, B tales
qQue AnB=@ A K(A)=m A K(B)=n A K(Au B) =p. Es decir:

\AnB=@ «— K(Au B) = K(A) + K(B) \

TEOREMA 10.55. m+n=n+m

Demostracion. Por Teorema 10.53, existen A, Btalesque An B =2y K(A) = my K(B) = n.
Por Definicion 10.11 se obtiene, respectivamente, que L(AuB) = m+nyque K(BUA) = n+m.

Como Au B = B u A, por Teorema 4.1 se sigue A u B ~ B u A. Luego, por Axioma de
Cardinalidad, K£(A u B) = K(B u A), de donde se obtiene m + n = n + m. O

TEOREMA 10.56. (m +n)+p=m+ (n+ p)

Demostracion. Por Teorema 10.53, existen A, Btalesque An B =2y K(A) = my K(B) = n.
Por Definicion 10.11 se obtiene que (A u B) = m + n.

Para agregar al conjunto C, también por Teorema 10.53, existen B, C talesque BN C = @
y K(B) =ny K(C) = p. Por Definicién 10.11 se obtiene que K(B u C) =n + p.

Siguiendo el mismo argumento, por Teorema 10.53, existen A u B, C tales que (A U B) n
B=oyK(AuB)=m+nyK(C) = p. Por Definicion 10.11 se obtiene que K[(Au B) u C] =
(m+n) + p.

De igual forma, por Teorema 10.53, existen A, BuC tales que An(BuC) =@y K(A) =m
y K(B u C) = n + p. Por Definicion 10.11 se obtiene que K[A u (Bu C)] =m + (n + p).

Como (AuB)uC =Au (Bu(),por Teorema 4.1 se sigue (AuB)uC ~Au(BuC).
Luego, por Axioma de Cardinalidad, K[(A u B) u C] = K[A u (B u C)], de donde se obtiene
(m+n)+p=m+ (n+Dp). O

DEFINICION 10.12. 0 = K(2) ;1 = K({2}) ;2 = K({ @: {2} })
TEOREMA 10.57. m +0 = m

Demostracion. Por Definicién 10.12 sabemos que (@) = 0 y definimos £(4) = m.

Primero, notamos que A u @ = A. Por Teorema 4.1 se sigue que A u @ ~ A. Luego, por
Axioma de Cardinalidad, se obtiene que K(A u @) = K(A) = m. Ademas, An & = 2.

Asi, existen Ay B =g talesque An@ = &,con KC(A) =m A K(&) =0 A K(AUu D) =m.
Finalmente, por Definicién 10.11 se concluye que m + 0 = m. O

| 10.3. Producto de Cardinales |

TEOREMA 10.58. Existe un unico cardinal p y existen A, B conjuntos que cumplen con IC(A) =
m A K(B)=n AK(AxB)=p

Demostracion. Aqui debemos probar que el cardinal p que cumple las condiciones dadas es
Unico. Como ya vimos, la existencia de p esta garantizada por la existencia del conjunto A x By
porque K(A x B) = p. En tanto, |la existencia de los conjuntos A, B que cumplen las dos primeras
condiciones esta garantizada por la idea primitiva.

Asi, para probar que p es Unico, suponemos que existe py # p y conjuntos A;, B; tales
que K(A1) =m A K(B1) =n AK(A; x By) = pp. Como K(A;) = m = K(A), por Axioma de
Cardinalidad se sigue A; ~ A. Andlogamente se obtiene B; ~ B. Luego, por Teorema 4.5 se
obtiene A x B ~ A; x Bj. Luego, por Axioma de Cardinalidad, (A x B) = K(A; x By), por lo
que p = po. O

DEFINICION 10.13. Decir equivale a decir que existen conjuntos A, B tales que
K(A) =m A K(B) =n A K(Ax B) = p. Es decir:| K(A x B) = K(A) - K(B) |.

TEOREMA 10.59. m-n=n-m

Demostracion. Por Definicion 10.13, existen A, B tales que K(A) = my K(B) =nyK(Ax B) =
m -n. Analogamente, se obtiene que K (B x A) = n-m. Por Teorema 4.6 se tiene A x B ~ B x A.
Luego, por Axioma de Cardinalidad, (A x B) = K(B x A), de donde se obtiene m - n =n - m.

O
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TEOREMA 10.60. (m-n)-p=m-(n-p)

Demostracion. Por Definicion 10.13, existen A, B tales que K(A) = my K(B) =nyK(Ax B) =
m - n. Para agregar al conjunto C, también por Definicién 10.13, existen B, C tales que K(B) =n
y K(C) =py K(B x C) =n+ p. De igual forma, existen A x B,C tales que K(A x B) =m -n
y K(C) =pyK[(Ax B) xC] = (m-n)-p. De nuevo, existen A, B x C tales que K(4) = my
KBxC)=n-pyK[Ax (BxC)]=m-(n-p). Asi, por Teorema 4.7 se sigue (A x B) x C ~
A x (B x (). Luego, por Axioma de Cardinalidad, K[(A x B) x C] = K[A x (B x C)], de donde
se obtiene (m-n)-p=m- (n-p). O

TEOREMA 10.61. m-1=m

Demostracion. Por Definicién 10.12 sabemos que K({@}) = 1y definimos K(A) = m.

Por Teorema 4.8 se tiene A x {&} ~ A. Luego, por Axioma de Cardinalidad, se obtiene
que K(A x {@}) = K(A) =m.

Asi, existen Ay B = {@} tales que K(4) = m A K{o}) =1 A K(A x {&}) = m.
Finalmente, por Definicion 10.13 se concluye que m - 1 = m. O

TEOREMA 10.62. m-(n+p)=m-n+m-p

Demostracion. Por Teorema 10.53, existen B,C talesque BN C = @y K(B) =ny K(C) = p.
Por Definicion 10.11 se obtiene que K(B v C) = n + p. Por Definicion 10.13, existen A, B tales
que K(A) = my K(B) =ny K(A x B) = m-n. También existen A4, C tales que £(4) = my
KC)=pyK(AxC)=m-p.

Para obtener el cardinal del lado izquierdo, por Definicion 10.13, existen A, Bu C tales que
K(A) =myK(BUC)=n+py| K[Ax (BuC)=m-(n+p) |.

Mientras que para el cardinal del lado derecho, se tiene (A x B) n (A x C) = @. Por
Contradiccién, si suponemos que (Ax B)n(AxC) # @, entonces existe (z,y) € (AxB)n(AxC).
Por definicién de interseccion y de par ordenado, esto implicaque z€ A A ye B A ye C. Asi,
ye€ Bn C,porloque Bn C # @ (lo que ya sabemos es falso). Asi, (A x B) n (A x C) =@.

Luego, por Teorema 10.53, existen A x B,A x C talesque (A x B)n (AxC) = gy
K(Ax B)=m-nyK(Ax C)=m-p. Por Definicion 10.11 se obtiene que:

‘ K[(AxB)u(AxC)l=m-n+m-p ‘

En el Ejercicio 4.2 vimos que A x (B u C) = (A x B) u (A x C); luego, por Teorema 4.1,
se obtiene A x (Bu C) ~ (A x B) u (A x C). Asi, por Axioma de Cardinalidad se obtiene que
K[A x (Bu ()] =K[(A x B) u (A x C)], de donde se concluye lo pedido. O

' 10.4. Exponenciacion de Cardinales

TEOREMA 10.63. Existe un unico cardinal p y existen A, B conjuntos que cumplen con KC(A) =
m A K(B)=n AK(AP)=p

Demostracion. Aqui debemos probar que el cardinal p que cumple las condiciones dadas es
unico. Como ya vimos, la existencia de p esta garantizada por la existencia del conjunto A” y
porque K(AP) = p. En tanto, la existencia de los conjuntos A, B que cumplen las dos primeras
condiciones esta garantizada por la idea primitiva.

Entonces, para probar que p es Unico, suponemos que existe py # p y conjuntos A;, B;
tales que K(A;) =m A K(By) =n A K(A,P') = py. Como K(A4;) = m = K(A), por Axioma de
Cardinalidad se sigue A; ~ A. Analogamente se obtiene B; ~ B. Luego, por Teorema 5.10 se
obtiene A” ~ A, P!,

Luego, por Axioma de Cardinalidad, K(A?) = K(A,5"), por lo que p = po. O

DEFINICION 10.14. Decir significa que existen conjuntos A, B tales que K(A4) =m A
K(B) =n A K(AP) = p. Es decir:| K£(45) = K(A4)<B)
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TEOREMA 10.64. m"*? = m" - m?

Demostracion. Por Teorema 10.53, existen B, C'talesque| BnC =@ |yK(B) =nyK(C) = p.
Por Definicion 10.11 se obtiene que K(B v C) = n + p. Por Definicion 10.14, existen A, B tales
que K(A) = my K(B) = ny K(AP) = m™. También existen A, C tales que K(A) = my K(C) = p
y K(AC) = m?P.

Para obtener el cardinal izquierdo, por Definicion 10.14, existen A, B u C tales que K(A) =
myK(BuC)=n+py| K(APYC) = m"*P | Mientras que para el cardinal del lado derecho, por

Definicion 10.13, existen AZ, A tales que K(A”) = m" y K(AY) = mPy| K(AP x AC) =m™ - mP

Como B n C = @, por Teorema 5.11, se obtiene AZ~¢ ~ AP x A®. Asi, por Axioma de
Cardinalidad se obtiene que K(AZVY) = K(AP x AY), de donde se concluye lo pedido. O

TEOREMA 10.65. (m - n)? = mP - n?

Demostracion. Por Definicién 10.13, existen A, B tales que K(4) = my K(B) = ny K(A4 x
B) = m - n. Por Definicion 10.14, existen A x B,C tales que K(A x B) =m-ny K(C) =py
K[(A x B)°] = (m-n)? |. También por Definicion 10.14, existen A, C tales que K(A) = m y
) = py K(A) = mP. Nuevamente por Definicién 10.14, existen B, C tales que K(B) = ny

) =pyK(BY) =n".
Por Gltimo, por Definicion 10.13, existen A®, B¢ tales que K(AY) = mP y K(BY) = n?,
cumpliéndose que | K(A® x BY) = m? -n? |.Por Teorema 5.12, se obtiene (Ax B)® ~ A® x BC.

Asi, por Axioma de Cardinalidad se obtiene que K[(A x B)®)] = K(A” x A%), obteniendo lo
pedido. O

TEOREMA 10.66. (m")? = m"”
Demostracion. Por Definicion 10.14, existen A, B tales que K(A) = my K(B) = ny K(AP) =
m™. Por Definicion 10.14, existen A” Ctales que K(A%) = m"y K(C) = py| K[(AB)°] = (m™)P
Por Definicion 10.13, existen B,C tales que X(B) = ny K(C) =py K(B x C) = n - p.
Nuevamente por Definicion 10.14, existen A, B x C tales que K(A) = myK(BxC)=n-py
K(ABXC) = mn»,
Por Teorema 5.13, se obtiene (A%)¢ ~ AB*C_ Asi, por Axioma de Cardinalidad se obtiene
que K[(AP)9)] = K(AP*Y), de donde se concluye lo pedido. O

TEOREMA 10.67. m' =m

Demostracion. Definimos m = K(A) y por Definicion 10.12 tenemos 1 = K({@}). Usando la
Definicién 10.14, obtenemos que m' = K(A!?}). Debemos demostrar que A1} ~ A.
Considerando que por Ejercicio 5.4 At} — { {(,4)},y € A}, basta con establecer una
funcion f: A — A} tal que f(y) = {(2,y)}.
Esta funcion es inyectiva, pues para y;, y» € A se cumple:

| 1) = f2) | = {2,900} = {(8,10)} = (@,11) = (B,42) — T = B Ay = o —>

Mientras que para {(2,y)} € A!?} es inmediato que existe y € A tal que {(,y)} = f().
Asi, se cumple que A?} ~ A, de donde K(A?}) = K(A) y se obtiene m' = m. O

TEOREMA 10.68. m° =1

Demostracion. Definimos m = K(A) y por Definicion 10.12 tenemos 0 = K(2) y 1 = K({@}).
Usando la Definicion 10.14, obtenemos que m° = K(A?). Por Ejercicio 5.1 sabemos que A? =
{5} de donde por Teorema 6.15 se sigue que A? ~ {2}, de donde K(A4?) = K({@}) y se obtiene
m® = 1. [

TEOREMA 10.69. Sim # 0, entonces 0™ = 0

Demostracion. Definimos m = K(A) y por Definicién 10.12 tenemos 0 = K(2). De la hipétesis
m # 0 se deduce inmediatamente que A # & (pues A % @ implicaque A < g obien o < A,y la
primera opcion es imposible; ademas, & es el Gnico conjunto sin elementos).

Usando la Definicién 10.14, obtenemos que 0™ = K(@*). Por Ejercicio 5.2 sabemos que
24 = @ de donde por Teorema 6.15 se sigue que @ ~ @, de donde K (@) = K(2) y se obtiene
0™ = 0. O

K(C
K(C
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10.4.1. Ejercicios Propuestos

10.1. (Solucion 10.1) Usando el Axioma de Cardinalidad, demostrar que la igualdad de
cardinales es una relacion de equivalencia.

10.2. (Solucion 10.2) Demostrar que para m, n, p cardinales se cumple:
m=n < m-p=n-p

10.3. (Solucion 10.3) Demostrar que m - 0 = 0.

10.4. (Solucion 10.4) Demostrar que para m, n, p cardinales se cumple:
m=n < m+p=n+p

10.4.2. Una solucion para los Ejercicios Propuestos

10.1. (Ejercicio 10.1) Solucion. La igualdad de cardinales es refleja, simétrica y transitiva, de-
bido a que la equipotencia de los conjuntos apropiados también es refleja, simétrica y transitiva
(definiendo las cardinalidades y usando Axioma de Cardinalidad, Teorema 4.1, Teorema 4.2 y
Teorema 4.3 de Equipotencia, respectivamente). O

10.2. (Ejercicio 10.2) Solucion. Sean m = K(A),n = K(B),p = K(C).
Por Ejercicio 4.6 setiene A ~ B «— AxC ~ BxC. Aplicando el Axioma de Cardinalidad
en ambos lados de la equivalencia, se obtiene £(4) = K(B) < K(Ax C) =K(B x ().
Aplicando la Definicién 10.13 en el lado derecho de la equivalencia, se obtiene K(A) =
K(B) < K(A)-K(C)=K(B) -K(C).Porlotanto, m =n < m-p=n-p. O

10.3. (Ejercicio 10.3) Solucion. Como A x & = &, en particular A x @ ~ @. Luego, por Axioma
de Cardinalidad se obtiene K(A) - K(@) = K(2). Definiendo K£(A4) = m y como K(&) = 0, se
obtiene lo pedido. 0

10.4. (Ejercicio 10.4) Solucion. Definimos m = K(A), n = K(B)y p = K(C).
Asimismo, definimos m +p=K(AuC)yn+p=K(Bu ().
Ademas, AnC =2y Bn C = @.Notamos que C ~ C.
Con todos estos elementos, se satisface por Teorema 4.4 que A~ B <= AuC ~ BuC.
De alli se obtiene de inmediato por Axioma de Cardinalidadque m =n <= m+p=n+p. O
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11.1. Orden parcial entre cardinales

DEFINICION 11.15. Decir que equivale a decir que existen conjuntos A, B tales que
K(A)=m A K(B)=n AAZXB.

TEOREMA 11.70. m < n si y solo si (YA)(YB)[ K(A) =m A K(B) =n — A< B]

Demostracion. (=) Suponemos primero que m < n. Por Definicion 11.15, existen A, y B, tales
que K(A1) =m A K(B1) =n A A; £ B;. Queremos demostrar que TODO par de conjuntos
A, B tales que K(A) =m A K(B) = n debe cumplircon A < B.

Por Contradiccion, suponer que existen A,, Bs tales que K(Az) = m A K(Bg) = n pero
~ (A < Bs). Por Tricotomia (Teorema 9.44), solamente puede ocurrir que By < As. Luego, por
Definicion 6.4, se sigue que By < As, sin olvidar que ~ (B ~ A,).

Por Definicion 11.15 sobre A, y B, se obtiene que n < m (hasta aqui todavia podria
ocurrir que n = m). Por Axioma de Cardinalidad, como ~ (B ~ A,), se obtiene que m # n. Asi,
se contradice completamente que m < n. Por lo tanto, con las condiciones iniciales, se concluye
que A < B.

(«<=) Suponemos ahora que para todo par de conjuntos A, B tales que K(4) = m A
K(B) = nsecumple que A < B. Como esto se cumple para TODO par de conjuntos, en particular
se cumple para A;, B;. Luego, por Definicion 11.15, se concluye de inmediato que m < n. O

TEOREMA 11.71. m <m

Demostracion. Definimos m = K(A). Por Teorema 4.1 sabemos que A ~ A, mientras que por
Teorema 6.15 se sigue que A < A. Luego, por Definicion 11.15 se concluye que m < m. O

TEOREMA 11.72. m<n An<p = m<p

Demostracion. Definimos m = K(A),n = K(B) y p = K(C). Por Definicion 11.15 se sabe A < B
y B < C; por Teorema 6.17 sigue A < C'. Asi, por Definicion 11.15 se concluye que m < p. O

TEOREMA 11.73. m<n An<m — m=n

Demostracion. Definimos m = K(A) y n = K(B). Por Definicion 11.15 se sabe A < By B < 4;
por Teorema 6.18 se sigue que A ~ B. Asi, por Axioma de Cardinalidad se concluye que m = n.
O

TEOREMA 11.74. Para la relacion < se cumple:

/

T4A. m<nrm' <n' =m+m' <n+n

nAm
74B. m<n A m'<n’ = m-m'<n-n
nAm

74C. m <

/ / !’ l
A <n =m" <"
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);

Demostracion. 74A. Definimos primero a los cardinales involucrados: m = K(A4), n (
m' = K(C), n" = K(D). Mientras que los cardinales del lado derecho se definen como m + m’
K(AuC),n+n"=K(BuD)ysecumple ademasque AnC =ayque Bn D = .

De las hipotesis se deduce por Definicion 11.15 que A < B A C < D, de donde sigue
por Teorema 6.19A. que A u C < B u D, lo que permite concluir por Definicion 11.15 que
m+m' <n+n'. O

Demostracion. 74B. Definimos primero a los cardinales involucrados: m = K(A), n = K(B),
m' = K(C), n" = K(D). Mientras que los cardinales del lado derecho seran m - m’ = K(A x C) y
n-n' = K(B x D).

De las hipotesis se deduce por Definicion 11.15que A < B A C < D, de donde sigue por
Teorema 6.19B. que AxC < Bx D, lo que permite concluir por Definicion 11.15 que m-m’ < n-n'.

0
Demostracion. 74C. Definimos primero a los cardinales involucrados: m = K(A4), n = K(B),
m' = K(C), n’ = K(D). Mientras que los cardinales del lado derecho seran m" = K(A%) y
n" = K(BP).

De las hipétesis se deduce por Definicién 11.15que A < B A C < D, de donde S|gue por
Teorema 6.19C. que A° < BP, lo que permite concluir por Definicion 11.15 que m™ <n™. O

TEOREMA 11.75. m < m +n

Demostracion. Definimos primero a los cardinales involucrados: m = K(A), n = K(B), m +n =
K(AuB)y An B = @. Del Teorema 6.20 sigue A < A u By por Definicion 11.15 se concluye
m<m+n. O

| 11.2. Orden Estricto entre Cardinales |

DEFINICION 11.16. [ m <n <= m<n A m#n |
TEOREMA 11.76. m < n si y solo si existen A, B tales que K(A) =m A K(B)=n A A< B.

Demostracion. (=) Suponemos primero que m < n. Por Definicion 11.16, se sabe que m <
n A m # n. Por Definicion 11.15, existen Ay B talesque K(A) =m A K(B)=n A AXB.

Nos falta demostrar que ~ (B < A) para obtener que A < B. Por Contradiccion, suponer
que B < A. Por Teorema 6.18 se obtiene A ~ B, lo que implicaria por Axioma de Cardinalidad
que m = n, lo que contradice que m # n. Por lo tanto, A < B

(«<=) Suponemos ahora que existen conjuntos A, B tales que K(A) = m A K(B) =n
y A < B. Por Definicion 6.4, esto implica que A < B A ~ (B < A). De la primera afirmacion
se sigue por Definicion 11.15 que m < n, mientras que de la segunda afirmacion se sigue por
Contrapositivo del Teorema 6.15 que ~ (B ~ A); luego, por Axioma de Cardinalidad se obtiene
n # m. A partir de m < n A m # n, por Definicién 11.16 se concluye lo pedido. O

TEOREMA 11.77. Para la relacion < se cumple:

77A. ~ (m <m)
77B. (m <n) =~ (n<m)
77C. m<n A n<p =m<p

Demostracion. 77A. Definimos m = K(A). Por Teorema 6.21A. sabemos que ~ (A < A). Esto
implica por Teorema 9.44 que A ~ A, de donde por Axioma de Cardinalidad se obtiene m = m.
Luego, no se cumple el lado derecho de la Definicion 11.16, por lo que ~ (m < m). O

Demostracion. 77B. Definimos m = K(A) y n = K(B). De la hipétesis se obtiene por Teore-
ma 11.76 que A < B, de donde por Teorema 6.21B. se obtiene ~ (B < A).

Ahora, supongamos por Contradiccién que n < m. Esto implicaria por Teorema 11.76 que
B < A, lo que contradice que ~ (B < A). Por lo tanto, ~ (n < m). O

Demostracion. 77C. Definimos m = K(A), n = K(B) y p = K(C). De la hipétesis se obtiene
por Teorema 11.76 que A < B A B < C, de donde por Teorema 6.21C. se obtiene A < C.
Finalmente, por Teorema 11.76 se concluye que m < p. O
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TEOREMA 11.78. m < 2™

Demostracion. Definimos m = K(A) y de la Definicion 10.12 se obtiene 2 = K({ @;{2} }).
Con ello, por Definicién 10.14 se obtiene 24 = K({ @;{@} }*). Por Teorema 5.14 sabemos
que { @;{@} }* ~ P(A), mientras que por Teorema 6.23 sabemos que A < P(A). Asi, por
Teorema 6.21C. se sigue que A < 2. Luego, por Teorema 11.76 se concluye que m < 2. [

TEOREMA 11.79. Para todo m existe n tal que m < n.

Demostracion. Por Contradiccion, supongamos que existe m tal que para todo n se tiene n < m
(en palabras simples, m seria el mayor de los cardinales). Definamos m = K(A). Si ademas
definimos n = K[P(A)], ya sabemos que m < n, lo que contradice nuestra hipotesis y demuestra
lo pedido. O

11.3. Sucesor y Antecesor de un cardinal

DEFINICION 11.17. | m* = n <= (34) : (K(4) =m A K(A U {4}) =n |

TEOREMA 11.80. (AXIOMA 4 DE PEANO) (m* =n") = m =n

Demostracion. Para m™ se obtiene de la Definicion 11.17 que existe A tal que K(A4) = m y que
K(A U {A}) = m™. De forma andloga, para n* se obtiene de la Definicién 11.17 que existe B tal
que K(B) =nyque K(Bu{B})=n".

De la hipotesis se sabe que m™ = n™, 0 bien K(A u {A}) = K(B u {B}). Esto implica
por Axioma de Cardinalidad que A U {A} ~ B u {B}. A partir del Ejercicio 11.5, Ejercicio 11.6 'y
Ejercicio 11.7, se obtiene A ~ B.

Finalmente, por Axioma de Cardinalidad, se concluye que m = n. O

TEOREMA 11.81. (m™ = m + 1)

Demostracion. Para m™ se obtiene de la Definicion 11.17 que existe A tal que K(A) = m y que
K(A U {A}) = m™. Mientras que por Definicién 10.12 se tiene 1 = K({2}).

Por otra parte, a partir del Ejercicio 5.4 vemos que {A}{?} = {(2, A)}, lo que demuestra
automaticamente que {A} ~ {@}. Es decir, L({A}) = 1.

Ahora debemos demostrar que A n {A} = @. Suponemos por Contradiccion que existe
a € An {A}. Ello implica que a € Ay que a € {A}. De la segunda afirmacién, se obtiene de
inmediato que a = A, mientras que de la primera afirmacién obtenemos que A € A. Esto es una
Contradiccién en virtud de la Paradoja de Russell y el Esquema Axiomatico de Separacién.

Asi, por Definicion 10.11, K(A u {A}) = K(A) + K({A}), o mejor dicho, que m™ = m + 1.

O

TEOREMA 11.82. NO existe n tal que m <n <m™.

Demostracion. Si bien esta demostracién esta escrita explicitamente en el libro de Suppes, no he
logrado descifrarla para su adecuada comprension. Por ello, y hasta nuevo aviso, la asumiremos
sin demostracion. O

DEFINICION 11.18. | A(m) = {n : n<m} |. Ej: A(0) = 2y A(1) = {0}.

| 11.4. Cardinales finitos

DEFINICION 11.19. z es cardinal finito si y sélo si K(A) = = y A es finito.
TEOREMA 11.83. (AXIOMA 1 DE PEANO) 0 es cardinal finito.
Demostracion. Directa ya que 0 = K(2) (Definicién 10.12) y que & es finito (Teorema 8.24). O

TEOREMA 11.84. (AXIOMA 2 DE PEANO)
Sim es cardinal finito, entonces m™ es cardinal finito.
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Demostracion. Definiendo m = K(A), de la hipotesis se tiene que A es finito. Luego, como
{A} ~ {@} y {@} es finito, entonces { A} es finito. Luego, por Teorema 8.28 se sigue que A u {A}
es finito, por lo que m™ = K(A u {A}) es cardinal finito. O

TEOREMA 11.85. (AXIOMA 3 DE PEANO) No existe m cardinal finito tal que m™ = 0.

Demostracion. Por Contradiccion, supongamos que existe m = K(A) tal que m*™ = 0. Esto
implicaria que A u {A} = @, lo que deriva en que A = @y {A} = &, la segunda afirmacion es
absurda, pues significaria que A no existe. Con ello, se demuestra lo pedido. O

TEOREMA 11.86. (AXIOMA 5 DE PEANO)
Sim es cardinal finito y para una propiedad ¢(m) se cumple:

86A. ¢(0)
86B. (Vm)(¢p(m) = p(m +1))
Entonces (Ym)[o(m)].

Demostracion. Supongamos por Contradiccion que existe m’ cardinal finito tal que se cumple
86A. y 86B. pero ~ [¢(m')]. Gracias a la Definicion 11.18, tenemos el conjunto A(m’). En este
conjunto debe existir algin m” tal que m” + 1 = m’. Con esto Ultimo, por Contrapositivo de 86B.
se obtendria que ~ [¢(m”)].

Repitiendo el proceso una cantidad finita de veces, llegaremos a dar con los cardinales
finitos 0y 1, con 0 < 1 (pues @ < {&}). Habiendo obtenido previamente ~ [¢(1)], se obtendria
~ [#(0)], lo que contradice 86A. Asi, se contradicen las hip6tesis iniciales, por lo que se concluye
que Vm|[o(m)]. O

11.4.1. Ejercicios Propuestos

11.1. (Solucion 11.1) Demostrar que para m, n, p cardinales con p # 0, se cumple:
m<n < m-p<n-p

11.2. (Solucion 11.2) Demostrar que (Ym)(0 < m).
11.3. (Solucion 11.3) Demostrarque m -n=0 < m=0vn=0.
11.4. (Solucién 11.4) Demostrar que si m + n = p, entonces m < p.

Dados los conjuntos A, By los elementos y, z talesque y ¢ Ay z ¢ B.

Queremos demostrarque AU {y} ~ Bu {z} = A~ B.

A partir de la hipotesis, se tiene que f: AU {y} — B u {z} es biyectiva. Ahora, resuelva lo
siguiente:

11.5. (Solucion 11.5) Suponiendo que f(y) = z, demuestre que A ~ B.
HINT: Defina una funcién g, : A — B a partir de f “quitando” a y y a su imagen f(y) = z. La
funcion resultante sera biyectiva, pero debe explicar por qué.

11.6. (Solucion 11.6) Ahora suponemos que f(y) = by # z para algun b, € B y que
f(ag) = = para algun a, € A. Defina una funcion g, : A — B candidata a biyeccion.

HINT: A partir de f, defina primero una funcion h “quitando” a y y a suimagen f(y) = bo. Luego, a
partir de esa funcion h, defina la funcion g, “forzando” a que g»(ap) = b (es decir, ahora quitamos
a z del recorrido, reemplazandolo por bg).

11.7. (Solucion 11.7) Demuestre que la funcidn g, : A — B definida previamente es
biyectiva.

NOTA: Con el Ejercicio 11.5, Ejercicio 11.6 y Ejercicio 11.7 se demuestra que A v {y} ~ B u
{z} = A ~ B, sin importar cual sea la funcién f : A u {y} — B v {z} pero sin olvidar que
debe ser biyectiva.
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11.4.2. Una solucion para los Ejercicios Propuestos

11.1. (Ejercicio 11.1) Solucion. Sean m = K(A),n = K(B),p = K(C). Por Definicién 11.16,
m < nequivaleam <n A m # n. Por Definicion 11.15 y Axioma de Cardinalidad, lo anterior
equivalea A <X B A ~ (A~ B).

Primero, por Ejercicio 4.6, ~ (A ~ B) equivale a ~ (A x C' ~ B x C). Por Ejercicio 6.3
sigue que A < B equivale a A x C' < B x C Por Teorema 6.22D., los dos resultados equivalen a
| AxC < B xC |.Aplicando el Teorema 11.76, esto equivale a K(A x C') < K(B x C).

Aplicando la Definicién 10.13 en ambos lados, se obtiene que K(A) - K(C) < K(B) - K(C).
Porlotanto,m <n <= m-p=n-p. O

11.2. (Ejercicio 11.2) Solucion. Por Contradiccién, suponemos que existe m tal que m < 0.
Definiendo K(A) = m y recordando que 0 = K(&), se obtiene K£(A) < K(2). Por Teorema 11.76
se obtiene A < &, lo que por Definicion implica que A < @ y que ~ (& < A). Esta dltima
afirmacién implica, por Contrapositivo del Teorema 6.16, que @ ¢ A, lo que sabemos es falso.
Asi, hemos demostrado lo pedido. O

11.3. (Ejercicio 11.3) Solucion. (=>). Sim = 0 v n = 0, por Ejercicio 10.3 se concluye de
inmediato que m - n = 0.

(«<=) Por Contrapositivo, demostraremos que sim # 0 A n # 0, se debe cumplir que m - n # 0.

Por Ejercicio 11.2, 0 < m. Como ademas 0 # m, por Definicion se obtiene 0 < m. Como
ademas n # 0, por Ejercicio 11.1 se sigue que 0 - n < m - n, mientras que por Ejercicio 10.3
0-n = 0. Asi, se obtiene que 0 < m - n. Por Definicion, se obtiene en particular que 0 = m-n. O

11.4. (Ejercicio 11.4) Solucion. Por la Definicion 10.11, la hipdtesis implica que K(A4) = m,
K(B) =nyque K(Au B) =p,con An B = &. Por Teorema 6.20 sabemos que A < Au By por

Definicion 11.15 se obtiene m < p. O
11.5. (Ejercicio 11.5) Solucion. En el caso f(y) = z, redefinimos la funcién g : Au{y} — Bu{z}
como:
r) SizeA
o(a) = {f( ) s

z Sle =y
Con ello, basta con definir la funcién ¢; : A — B tal que g(z) = f(z) y ella es trivialmente
biyectiva, pues f es biyectiva. O

11.6. (Ejercicio 11.6) Solucion. Ahora, suponemos que f(y) = bp € By que z = f(ap),ap € A.
Considerando la primera igualdad, se define una funcién intermedia b : A — (B u {z}) — {bo}
tal que h(z) = f(z). Esta funcién es biyectiva, pues f es biyectiva. Ahora, reemplazamos z por
bo en el codominio definiendo la funcion:

p:A—B, g2(x)={h(”“") e A ao}
bo ST = ag

Esta funcion sera nuestra candidata a biyeccion. O
11.7. (Ejercicio 11.7) Solucion. Primero, veremos si la funcioén g es inyectiva:

m Sean z1,z5 € A — {ap} tales que ga(x1) = g2(x2). De alli se sigue que h(z1) = h(z2), que
sabemos que es inyectiva. Por ello, 21 = x5 y la funcién es inyectiva en este caso.

» Six; =9 = ag, Se tiene que ga2(x1) = go(x2) = b, por lo que también es inyectiva en este
caso.

m Sizy e A—{ap}y z2 = ag, €s inmediato que x; # x5. Luego, go(x1) = h(z1) € (B u {z}) —
{bo}, mientras que g>(z2) = by. Luego, es claro que gz(x1) # go(x2), por lo que la funcién
es inyectiva también en este caso. El caso x1 = ag y 22 € A — {ao} es analogo.

Ahora veremos si la funcion g, es sobreyectiva. Dado b € B, puede ocurrir que b = by 0
que b # by. En el primer caso, es evidente que ag € A es tal que by = g2(ag). Mientras que en el
segundo caso, existe x € A — {ap} tal que b = h(x) (pues h es biyectiva), de donde b = g2 (x). Asi,
siempre existe a € A tal que b = g»(a). Por lo tanto, la funcién g, es biyectiva. O
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Ayudantia 12
Fracciones no negativas

Version del dia lunes 27 de junio de 2022 a las 14:21 (GMT -4)

12.1. Definicion de fraccion no negativa

Entenderemos, por simplicidad, que un numero natural es un cardinal finito.

DEFINICION 12.20. z es una fraccién no negativa si y solo si:

AmeN)(Ine N—-{0}) : [z = (m,n)]

DEFINICION 12.21. Sin # 0, entonces: | x =

== (m.n)

DEFINICION 12.22. | Fr = {bL (AmeN)@neN—-{0}) : z =

=3
——

12.2. Equivalencia de fracciones no negativas

DEFINICION 12.23. La relacién ~; se define en Fr como: | —% ~; 2 s my - ny = my - my
X n1 n9

TEOREMA 12.1. ~ es una relacion de equivalencia en Fr.

Demostracion. Una relacién de equivalencia debe ser refleja, simétrica y transitiva. Considere-
mos por Ejercicio 10.1 que la igualdad de cardinales es relacion de equivalencia.

Asi, para @ € Fr se tiene m - n = m - n. Luego, por Definicién 12.23 se obtiene ~¢ @
por lo que ~¢ es refle|a "

Ahora bien, si n—l ~f T;—; por Definicion 12.23 se obtiene que my - ny = ms - ny1. De alli
se sigue mqy - n; = my - ng, lo que implica por Definicién 12.23 que % Y % Por lo tanto, ~¢
es simétrica. - - ms ’ '

Por dltimo, si n—l o N Y g por Definicion 12.23 se obtiene que m; - ny =

mo - M1 A Mg -nz = ms - ny. En este punto, debemos encontrar una forma de “conectar” estas
dos ecuaciones:

My -Ng =Mo N1 A Mo N3 = M3 - N3 / Ejercicio 10.2

= (my1-n2) -nzg=(ma-n1) -nzg A (mg-n3) -ny = (mz -n2) n / Teorema 10.60

= my-(ng-n3) =ma-(n1-n3) A ma-(nz-ny)=ms-(ng-ny) / Teorema 10.59

=> my - (ng-n2) =ma-(n1-n3) A ma-(ny-n3)=ms-(n-ng) / Ejercicio 10.1

= my - (n3-n2) =ms- (N1 n2) / Teorema 10.60

= (mq1-n3) - -ng = (M3 -ny) N2 / Ejercicio 10.2

= M1 N3 =mM3 N1

El resultado obtenido implica por Definicion 12.23 que — :f —-. Por lo tanto, ~; es
transitiva. Finalmente, se concluye que ~; es una relacion de eqluwalenc?a O
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TEOREMA 12.2. Si™ c Fr yp # 0, entonces ULy ’Z—;
n
Demostracion. Dados m,n, p, por Teorema 10.60 se sabe que (m-n) -p=m- (n-p).
Ahora, por Teorema 10.60 se sabe que (m-n)-p=m- (n-p).

Por otra parte, del Teorema 10.59 se sabe que m - (n-p) = m- (p-n)y por Teorema 10.60
se sabe que m- (p-n) = (m - p) - n; luego, aplicando TranS|t|V|dad varias veces se obtiene
‘ m-(n-p)=(m-p)-n ‘ Por Definicion 12.23, se concluye que i m—ﬁ O

12.3. Orden parcial estricto de fracciones no negativas

DEFINICION 12.24. La relacion <y se define en Fr como: m <y ™ my-ng < My Ny
n1 no

TEOREMA 12.3. <, es un orden parcial estricto en Fr

Demostracion. Un orden parcial estricto es una relacién R que cumple con ser:
» [rrefleja: ~ (zRx).

= Asimétrica: :tRy = ~ (yRx)
= Transitiva
Asi, para % € Fr por Teorema 11.77A. se tiene ~ (m - n < m - n). Luego, por Defini-
cion 12.24 se obtiene ~ (% <f %) por lo que <y es irrefleja.
Ahora, si %1 <y %2 por Definicion 12.24 se obtiene que m; - no < mqy - ny. Por Teore-

ma 11.77B. se sigue ~ (msa - n; < my - n2), y por Definicion 12.24 que ~ (2 <t 1). Por lo
no ny
tanto, < es asimétrica.
my mao m2 ms
Por dltimo, si — <y — A — <y —, por Definicion 12.24 se obtiene que m; - ny <
ni n2 n2
me-n1 A mg-n3 < mgz-ns. Nuevamente debemos encontrar una forma de “conectar” estas dos

ecuaciones:

my Mg < Mg N1 A My N3 < M3 - Ny / Ejercicio 11.1
= (m1-n2) -n3g < (mg-n1)-n3 A (mg-n3)-ny <(mz-ng)- -ny / Teorema 10.60
= my-(n2-n3) <ma-(n1-n3) A ma-(ng-ny) <ms-(ng-nq) / Teorema 10.59
= my-(n3-n2) <ms-(n1-n3) A mgo-(ny-ng) <ms-(ny-ny) /Teorema 11.77C.
= my - (N3 n2) <ms-(ng-na) / Teorema 10.60
= (my -n3) -ng < (mz-ny1)-ng / Ejercicio 11.1

= M1 -n3 <ms-ni

El resultado obtenido implica por Definicion 12.24 que m <t % por lo que <y es
ny 3

transitiva. Finalmente, se concluye que <y es un orden parcial estricto. O

TEOREMA 12.4. Siz,y e Fr,enfoncesz <;y v x~;y v y <s .

Demostracién. Definiendo z = 'L e Yy = % la proposicion a demostrar equivale a:
n 2
mip -nNo <Mgo N1 V M1 "Ny =M2 N1 V Mo N1 <My- Ny
Definiendo IC(A) = m1 -no y K(B) = mq - nq, la proposicion a demostrar es equivalente a:
K(A) <K(B) v K(A)=K(B) v K(B) <K(A)

A partir del Teorema 11.76 y del Axioma de Cardinalidad, esto equivale a demostrar que:
A<B v A~xB v B< A

Entendiendo siempre que los nimeros naturales involucrados son cardinales finitos, eso
significa que A es finito, por lo que la Gltima proposicién corresponde al Teorema 9.44. O
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DEFINICION 12.25. La relacién > se define en Fr como:

mq mo mo mi
f—— == — <f—— = M1-Ng>M2 1N
ni na na ni

TEOREMA 12.5. Siz € Fr, entonces existe y € Fr tal que ~ (z ~; y) A = <5 y.

. .. m m g
Demostracion. Definimos z = —- e y = —2_ Por Contradiccion, supondremos que para todo

nq )
y € Fr tal que ~ (z ~; y) se cumple x > y. Por Definicion 12.25, esto implica que my - ny >
mo - ny. Si hacemos p = my - no y ¢ = ms - ny, esto implica que existe p tal que para todo ¢ se
cumple p > q. Esto contradice el Teorema 11.79, lo que demuestra lo pedido. O

TEOREMA 12.6. Siz,y € Fr yx <; y, entonces existe z € Fr tal que ~ (z ~y x) A ~ (2 ~7y)y
rT<rz<ry.

Demostracion. Debemos entenderque x <y z <jy <= x <y z A z <y Y.

Dados z,y € Fr, por Contradiccion, suponemos que x <7 y Yy que para todo z € Fr tal que
~(z~pzx) A ~(2z~yy)secumple ~ (x <; 2z) v ~ (2 <y y). Por Teorema 12.4, esto significa
que z <fx v Yy <y z.

El primer caso indicaria que para todo z € Fr ocurre z <; z, lo que contradice el Teore-

ma 12.5. Esto demuestra que :

Ahora, definimos y = @, z= @. Decir que y < = equivale a decir, por Definicion 12.24,
N9 n

3
que my - n3 < mg3 - nz. Como lo anterior es vélido para todo z, en particular debe ser valido para
z = 0 (es decir, para mz = 0). Asi, se obtiene my - n3 < 0 - ny. Por Ejercicio 10.3, se obtiene

ms - n3 < 0, lo que contradice el Ejercicio 11.2. Por lo tanto, se obtiene que . O
TEOREMA 12.7. Sixz,y,u,v e Fr sontalesquex <;yyx ~yuey~yv, entoncesu <y v.
Demostracion. Definiendo x = @,y = @,u = %,v = @, de las hipdtesis se obtiene por

ni No ns i
Definicion 12.23 y Definicion 12.24 que:

mip-ng <Mgo-N1 A 111 -N3 =13 N1 AN Mo -Nyg = 14 N9y

Desarrollando la desigualdad, se obtiene:

my-ng < Mo - Ny / Ejercicio 11.1
= mq-N3-Ng <My N1 - N3 / Hipétesis
S m3-ni-Ne <My Ny N3 / Ejercicio 11.1

= Mg -No < Mg N3 / Ejercicio 11.1
= M3 Ny My <My N3 My / Hipotesis
= mz-Mg - Ny <My N3 - My / Ejercicio 11.1

= M3 - -Ng <My - N3

Finalmente, la desigualdad obtenida implica por Definicion 12.24 que . O
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12.4. Suma de fracciones no negativas

También entenderemos que la suma de los naturales es la misma suma de cardinales.

DEFINICION 12.26. La suma en Fr se define como: | +y 2 ~p M e F e
niy T N9 X

ny - N9

TEOREMA 12.8. La operacion + ; esta bien definida.

Demostracion. Debemos demostrar que el resultado de la suma es una fraccién no negativa y
que es Unico. Tanto la suma como el producto de cardinales estan bien definidos; es decir, tanto
el numerador como el denominador del resultado son cardinales (y ademas finitos). Ademas, el
denominador del resultado es distinto de cero (Contrapositivo del Ejercicio 11.3). Por lo tanto, el
resultado de la suma es una fraccién no negativa.

Para demostrar que el resultado de la suma es unico, se debe mostrar que siz +y ~¢ z y
xr +y ~; w, entonces z ~; w. Sin embargo, esto es trivial por Teorema 12.1. O

Observacion: En este punto, se abandona la notacién +; y se usara solamente +, suponiendo
que ya se entiende el contexto en que actla.

TEOREMA 12.9. Siz,y,u,v, son tales que v ~; v ey ~; v, entonces x +y ~y u + v.

. . miq mo m my .. . .
Demostracion. Definiendo que x = —,y = —,u = —S,U = —, de las hipétesis se obtiene
ni n2 ns Ty
por Definicion 12.23 que m - n3 = m3-n1 A mg - ng = my - no. Gon ello, se obtiene:
m m mi-ng +Mmo-n
Sy R, 2T R / Teorema 12.2
n1 N9 ny-n2

(ml-n2+m2-n1)-(n3-n4)
ny - ng - (ng - nyg)
M1 Mg N3 Ng + Mo N1 N3 - Ny
ny -y - (N3 - ng)
ms Mg Ny *Ng + My N7 - N3 * N3
(nl‘n2)'n3'n4
(m3-n4+m4-n3)-(n1-ng)
(n1-n2) -n3-ny
m3 N4 + My - N3

/ Teorema 10.62

/ Hipotesis

/ Teorema 10.62

/ Teorema 12.2

~ / Definicion 12.26
ng - ny
LM
ns na
TEOREMA 12.10. Sin + 0, entonces ** + £ ~, P, 0
n n n
Demosl‘rezcién.@Jrggfm'”er'”2 (m+p)'"2fm+p 0

TEOREMA 12.11. +; es conmutativa y asociativa.

., mi mo mi - Ny + Mg -ny mo - N1 + My - Ny mo mi
Demostracion. — + — ~; ~y ~p— + —
ni UP) n1 - N2 ng - Ny T2 ni
<m1+m2>+m3 ml-n2+m2~n1+m3 (mq -ng +mg-nq)-ng +ms - (ng - na)
ny o N n3 ny - N n3 (n1-n2) - n3
My Mo N3+ Mg N1 N3+ M3 -Nq - No my - (N -mn3) + (M2 - n3 + ms - n2) - ng
=f =r
ny-nNg N3 nl'(nQ'TLB)
mq ms - 13 + M3 - Ny mi mo ms
~p — ~p — [ — +—
ny Nng - N3 ni1 no ns
O
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TEOREMA 1212, 2z <y y «<— v+ 2<5y+z

Demostracion. Definiendo que = = @, Yy = @, z= %, de la hipétesis se sigue directamente
ny ) ns

que:

my ma
T<yy <:>n—<fn—(:>m1-n2<n1-m2<:>m1-n3-ng<n1~m2-n3
1 2

<= Mq-ng-N2+m3-n1- Ny <Ni- Mg N3+ Ni M3 - N2

< (my-n3+mg-n1)-(n2) < (n1)-(ma-nzg+ ms-nz)

— (ml-n3+m3-n1)-(n2-n3)<(n1-n3)-(m2-n3+m3~n2)
mi-n3 +ms3-ny - Mo + N3 + M3 - Ny

ni-ng ! N9 - N3

— ’ x+z<fy+z‘

12.5. Producto de fracciones no negativas

Entenderemos que el producto de los naturales es el mismo producto de cardinales.

DEFINICION 12.27. El producto en Fr se define como: | - ey 22 ~, 172

ni UP) ni - n2

TEOREMA 12.14. La operacion ; esta bien definida.

Demostracion. Debemos demostrar que el resultado del producto es una fracciéon no negativa
y que es Unico. El producto de cardinales esta bien definido, por lo que el numerador y el deno-
minador del resultado son cardinales (y ademas finitos). Ademas, el denominador del resultado
es distinto de cero (Contrapositivo del Ejercicio 11.3). Por lo tanto, el resultado del producto es
una fraccion no negativa. En tanto, para demostrar que el resultado del producto es Unico, se
debe mostrar que siz -y ~; zy -y ~; w, entonces z ~; w. Sin embargo, esto es trivial por
Teorema 12.1. O

Observacion: En este punto, se abandona la notacion e y se usara solamente (-), suponiendo
que ya se entiende el contexto en que actla.

TEOREMA 12.15. Six,y,u,v, son tales que x ~¢ u ey ~5 v, entonces x -y ~¢ u - v.

L. - m m me m U .
Demostracion. Definiendo que z = —+,y = —,u = —,v = —, de las hipdtesis se obtiene
ni na ns g
por Definicién 12.23 que my - n3 = m3 -n1 A ma-ng = my - no. Con ello, se obtiene:

my Mo my - Ma (my -ma) - (n3 - nyg) (ms-nq) - (myg - n2) (ms3 - ny) - (nq - ng)
mo ng ) niong U niomg-(ngona) ) niongongong (n1-ng)-nz-ny
ms T4 m3 My
ng - nyg ny Ny
O
TEOREMA 12.16. Para la operacion e; se cumple:
16A. «; es conmutativa.
16B. e, es asociativa.
16C. e distribuye sobre +.
. m m m1-m mo -m m m
Demostracion. 16A. — .2 ~, 1 2. "2 1. 7“2 "1 0
1 no ni - Nag no - N1 no n1
Demostracion. 16B. (ml _ m2> omg  my-mg mg  (my-mg)-mg U (n2 - n3)
m ny) ms ! miong ng ! (ni-na)-ns ny - (n2 - n3)
myp M2 -ms3 mi ma M3
T Tneong T \ e g
O
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Demostracion. 16C.

mi (mg mg) mi1 Mo N3+ mMm3-nN2 ml(mg ‘N3 + ms 'TLQ)
nq N2 ns ! nq N2 - N3 ! ny - (nz ng)
mi Mg N3+ MmMmj-m3-ny ml-mg-n3+m1-m3-n2
—f ny-nNg-N3 —f n1-nNg N3 ny-Ng -N3
mi-mo miy-ms mip Mme my Mms
~p + ~p— - — + — . =
ny - N2 nyg - n3 ny N9 ny ns
TEOREMA 12.17. 2 -2 <y y -z < x <5y O
iy . m m m T . .
Demostracion. Siz = —,y = —2, 2 = —>_ de la hipbtesis se sigue directamente que:
ny N9 ns

my - m3 ma - M3

T z<py-z| <= < < (mq-m3) - (n2-n3) < (ng-nsz)- (ma-m:
nyons ) g ns (mq - ms) - (n2 - n3) < (n1-ng) - (me - ms;)

my ma
= myng <N My = — <f — <>

ny %)
. 0
TEOREMA 12.18. Siz,ycFr n o <;y, entonces (3zc Fr) : (v ~;y-2) O
. s mia mao 0 . . .
Demostracion. Sean x = — ,y = —. Como 1 <y y, esto significa que 0 - ny < my - 1 0, mejor
ny %)

dicho, que . Con ello, si hacemos | z = ——2 |, se obtiene:
ma-ny

ma miy - n2 ma - (m1 'nz) my - (m2 : n2) mi
Yy-z=r{—— =r =f =fpo=fT

Up) mo - N ng - (mg . 711) ny - (TTLQ . TLQ) ny
0
12.5.1. Ejercicios propuestos
12.1. (Solucion 12.1) Para z,y,z € Fr,demostrarque z ~y y < s+ 2>~y y+ =z
12.2. (Solucion 12.2) Para z,y,z € Fr,demostrarque z ~; y < z-z2>~;y-z
, 1
DEFINICION 12.28. 0 = % yly= 1
12.3. (Solucion 12.3) Para z,y, z € Fr, demostrar que z + 0y ~¢ «
12.4. (Solucion 12.4) Para z,y, z € Fr, demostrar que z - 05 ~¢ 0
12.5. (Solucion 12.5) Para z,y,z € Fr,demostrarque = - 1; ~; z
12.6. (Solucion 12.6) Defina una relacion de orden menor o igual en el conjunto Fr,
simbolizada por </, a partir de lo visto en el Curso.
12.7. (Solucion 12.7) Verifique si < es antisimétrica.
12.8. (Solucion 12.8) Siz,y,u,veFrtalesque z <;y A = ~yu A y=~; v, demostrar
que u <; v.
12.9. (Solucion 12.9) Siz,y,z e Frsontalesque z <; y A y <; z,demostrar que = <; z.
12.5.2. Una solucion para los Ejercicios propuestos
12.1. (Ejercicio 12.1) Solucion. Definiendo que =z = @73/ = @,z = % de la hipétesis se
ni n2 3
sigue directamente que;,,| -
= — >y —— & MyN2 =N My = My N3 Ny =TN1 My N3
nq N9

< M1-N3-Nog+M3- N1 Ny =MN1 My N3+ N1 -1M3 Ny

— (m1 -n3+m3-n1)-(n2) = (nl)-(mg-n3+m3~n2)

< (m1-n3+mz-n1)-(n2-n3) = (n1-n3) - (M2-ns +ms-na)

mi-n3 +m3-ny mo - N3 + M3 - N
— >~y <=>‘x+z:fy+z‘
ny - ns3 N2 - N3
O
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. .. . s . m m m . .
12.2. (Ejercicio 12.2) Solucién. Definiendo que z = —,y = —,z = — de la hipdtesis se
ny n2 n3
sigue directamente que:
my - m3 ma - M3
— ~ < (mq-m3)-(n2-n3) = (n1-n3)- (ma-ms)
ny-ng ng - N3

my m2
= MmpNg =N My = — xp —— =
ni n2

O

12.3. (Ejercicio 12.3) Solucion. Definiendo que = = % y considerando 0y = % se obtiene
directamente que:

L0, ~ ﬂJrQN m-1+40-n ~ m+0 ~— m _
S A T n-1 ST T T
O
o iy - . 0 .

12.4. (Ejercicio 12.4) Solucion. Definiendo que =z = % y considerando 0y = T se obtiene
directamente que: 2 0s ~ m o0 ~m-0 0 0 0

O
12.5. (Ejercicio 12.5) Solucion. Definiendo que z = % y considerando 1; = T se obtiene
directamente que: oo le ~ m 1 1 oom .

PR T TP

O

12.6. (Ejercicio 12.6) Solucion. En el conjunto Fr ya esta definida la relacion de equivalencia ~
y el orden estricto <. A partir de ellos, se define la relacién de orden menor o igual <; como:

mq ma mi ma mq ma
— <y — | — <f— VvV — >y —
ny Nno ni n2 ni n2

S M -Noe < Mo -N1 V M1:*No2 = M2 N7

| M1 -Ng <My - Ny

O

12.7. (Ejercicio 12.7) Solucion. Definimos = = % ey = Y Para ver que <y es antisimétrica,

suponemos que = <y y A y <; zy debemos demostrar que z ~ y. A partir de las hipotesis es
inmediato que:
m p p
<Yy ANYs<pr = — <5 — A — <
f f n f q q
= m-q<n-p A nNn-

~
= 33

<m-q / Teorema 11.73

: m . q e n . p
Aplicando la Definicion 12.23, se obtiene % >~ g, de donde se concluye que  ~y y. O

12.8. (Ejercicio 12.8) Solucion. De la primera hipétesis © <; y se deduce que z <y y v z >~y y.
Como ademas se cumplen z ~; u e y ~; v, entonces por Teorema 12.1 dos veces se cumple
u ~y v, mientras que por Teorema 12.7 se cumple v <; v. De ambas hipdtesis se recupera que
u <y 0. O

12.9. (Ejercicio 12.9) Solucion. De la primera hipotesis = <; y sededuceque z <y y v = ~; y.
En el primer caso, como = <y y e y <y z, por Teorema 12.3 se obtiene = <; z. En el segundo
caso, como z ~; y e y <y z, considerando ademés que z ~; z, por Teorema 12.7 se obtiene
también z <y 2. O
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