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Racionales no negativos (Teo. 1-25)

EDGARD ALEJANDRO ARAYA CARRENO - edgard.araya@usach.cl

11.1. Fracciones no negativas Fr (Teoremas 1-7)
Entenderemos, por simplicidad, que un numero natural es un cardinal finito.
DEFINICION 1: 2 es una fraccion no negativa siy solo si (Im e N)(3ne N —{0}) : [z = (m,n)].

DEFINICION 2: Si n + 0, entonces: | © = — = (m,n)

n

DEFINICION 3: | Fr — {x (3meN)(FneN—-{0}) : = = — }

DEFINICION 4: La relaciéon ~; se define en Fr como: | — ~; — < m; -ny = my -y

TEOREMA 1. ~; es una relacion de equivalencia en Fr.

Demostracion: Una relacién de equivalencia debe ser refleja, simétrica y transitiva. Por Ejercicio 9A,

la igualdad de cardinales es relacion de equivalencia. Asi, para — € Fr se tiene m-n = m - n. Luego,
n

e s . m m .
por Definicion 4 se obtiene — ~; —, por lo que ~ es refleja.
n n

. ., m m . e mr . , .
Ahora bien, si — ~; —, por Definicién 4 se obtiene que m, - n, = m, - ny. De alli se sigue

ny U]
msy - 1 = my - Ny, lo que implica por Definicion 4 que % >~y % Por lo tanto, ~; es simétrica.
2 1
Por ultimo, si m >y M2 2 ~y @, por Definicidn 4 se obtiene que m; - ny = my - ny A
sl (%) (%) ng
ms - N3 = M3 - no. EN este punto, debemos encontrar una forma de “conectar” estas dos ecuaciones:
My Mo =My Ny A My-N3 = M3 - Ny / Ejercicio 9B
— (m1 . RQ) Ny = (m2 . nl) N3y A (TTLQ . 713) Ny = (m3 . NQ) Ny /TeOI‘ema 60 ASOC-
= my-(ng-n3z) =ma-(ny-nz) A mg-(nz-ny)=ms-(ny ny) / Teorema 59 Conm.
= my-(ng-ng) =mo-(ny-n3) A ma-(ny-n3g)=ms-(ng-ng) / Ejercicio 9A
— my - (n3-n2) = ms - (ng - noy) / Teorema 60 Asoc.
= (my -n3) -ng = (mg-ny)-ny / Ejercicio 9B

= MMy -N3 = M3 N1
El resultado obtenido implica por Definicién 4 que — ~; —>. Por lo tanto, ~/ es transitiva.

ny ns
Finalmente, se concluye que ~; es una relacion de equivalencia o.
. m m m -
TEOREMA 2. Si ¢ Fry p + 0, entonces — ~; — .
n n n-p

Demostracion: Dados m, n, p, por Teorema 60 Asoc. se sabe que (m-n)-p=m-(n-p).

Ahora, por Teorema 60 Asoc. se sabe que (m-n)-p=m-(n-p).

Por otra parte, del Teorema 59 Conm. se sabe que m-(n-p) = m-(p-n) y por Teorema 60 Asoc.
se sabe que m - (p-n) = (m - p) - n; luego, aplicando Transitividad varias veces se obtiene

PR m m -
m - (n-p) = (m-p)-n |.Por Definicion 4, se concluye que — ~; b
n n-p

0.




22234 Fundamentos de la Matematica Il 2 Ayudantia 11

4 .7 R m m
DEFINICION 5: La relacion <; se define en Fr como: e <y 2 my-Ng < My - M
ny ng

TEOREMA 3. <, es un orden parcial estricto en Fr.
Demostracion: Un orden parcial estricto es una relacion R que cumple:

= Irrefleja: ~ (zRz). = Asimétrica: tRy — ~ (yRxz) = Transitiva
Asi, para L por Teorema 77A se tiene ~ (m -n < m - n). Luego, por Definicidn 5 se
n

obtiene ~ (— <y —), por lo que <; es irrefleja.
n n

. m m . s w .
Ahora, si - <y —2, por Definicion 5 se obtiene que m; - ny < msy - n;. Por Teorema 77B se
sl Mo

. - e mo mq
sigue ~ (mg - ny < my - ngy), y por Definiciéon 5 que ~ (— <s —) Por lo tanto, <; es asimétrica.
Mo ny

Por ultimo, si m <y M2, 2 <y ﬁ, por Definicidn 5 se obtiene que m; - ny < my - ny A
Mo - N3 < M3 - No. Nu%vamer?tZe debgrQnos encontrar una forma de “conectar” estas dos ecuaciones:
my-ne <Mms- Ny A My N3 < M3 - Ny / Ejercicio 9C
= (my-ng2) -n3 < (mg-ny)-n3g A (Mma-ng) -ny < (mg-n2)- ny / Teorema 60 Asoc.
= my-(ng-n3) <mg-(ny-n3) A mao-(ng-ny) <mz-(ng-nq) / Teorema 59 Conm.
= my- (N3 -ng) <mo-(ny-n3) A ma-(ny-n3g) <ms-(ng-ng) / Teorema 77C
= my - (ng-ng) <mg-(ng-ng) / Teorema 60 Asoc.
= (mq-n3) -nz < (mz-ny) - ny / Ejercicio 9C

= M- N3 < msz- Ny
El resultado obtenido implica por Definicion 5 que — <f —-. Por lo tanto, < es transitiva.

nq ns
Finalmente, se concluye que <, es un orden parcial estricto o.

TEOREMA 4.Siz,yc Fr,entonces = <;y v x>~y v y <; .

Demostracion: Definiendo = = "+ e Yy = @, la proposicion a demostrar equivale a:
ml-n2<m7;1-n1 \Y, n?f-ngzmg-nl vV Mg Ny < My - No
Definiendo IC(A) = my - na y K(B) = ma - ny, la proposicion a demostrar es equivalente a:
K(A) < K(B) v K(A)=K(B) v K(B) <K(A)
A partir del Teorema 76 y del Axioma de Cardinalidad, esto equivale a demostrar que:
A<B v A~xB v B< A

Entendiendo siempre que los numeros naturales involucrados son cardinales finitos, eso signi-

fica que A es finito, por lo que la ultima proposicidon corresponde al Teorema 44 (Tricotomia) o.

DEFINICION 6: La relacion > se define en Fr como:

ma mo mo my

— Dy = — <y —— == M1 N2 >My -1
n U2 12 n

TEOREMA 5. Si x € Fr, entonces existe y € Fr tal que ~ (v ~; y) A = <;y.

. s - m m . g
Demostracion: Definimos = = — e y = —. Por Contradiccion, suponemos que para todo y € Fr
s n

2
tal que ~ (x ~; y) se cumple = > y. Por Definicidn 6, esto implica que m; -ny > my-n,. Si hacemos
p =my-n2 Y q = mo-ni, €sto implica que existe p tal que para todo ¢ se cumple p > ¢. Esto contradice
el Teorema 79, lo que demuestra lo pedido o.
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TEOREMA 6. Si z,y € Fr y z <; y, entonces existe - € Frtalque ~ (z ~y 2) A ~ (z =7 y) Yy
T <yz<fy.

Demostracion: Debemos entenderque = <y z <y <= = <yz A 2 <y Y.

Dados z,y € Fr, por Contradiccidon, suponemos que = <; y y que para todo z € Fr tal que
~ (z~px) A ~ (2 ~py)secumple ~ (x <y z) v ~ (2 <s y). Por Teorema 4 (Tricotomia), esto
significaque z <;z v y <y z.

El primer caso indicaria que para todo = € Fr ocurre z <; z, lo que contradice el Teorema 5.

Esto demuestra que :

.. m m . . . . e m
Ahora, definimos y = —,z = —. Decir que y <, = equivale a decir, por Definicién 5, que
n ns

2
ms - ng < ms - ny. GOmo lo anterior es valido para todo z, en particular debe ser valido para z = 0 (es
decir, para ms = 0). Asi, se obtiene m, - n3 < 0 - ny. Por Ejercicio 9D, se obtiene m, - n3 < 0, lo que
contradice el Ejercicio 9E. Por lo tanto, se obtiene que , concluyendo la demostracion o.

TEOREMA 7. Si z,y,u,ve Fr sontalesque v <;yy z ~y uey ~; v, entonces u <; v.

Demostracion: Definiendo =z = %,y = @,u = @,v = %, de las hipotesis se obtiene por
Definicion 4y 5 que m; - n, < mgl' ny A 7;?1 ‘13 :7:33 STy /\n4m2 “ng = my - ne. Desarrollando la
desigualdad, se obtiene:  m; - ny < my -y / Ejercicio 9C
= My N3Ny < Mgy -Ny - N3 / Hipotesis
= Mz Ny < Mg -Ny - N3 / Ejercicio 9C
= M3 N9 < My - N3 / Ejercicio 9C
= Mg Ny My < Mgy - N3z - My / Hipotesis
= M3 My Ny < Mg -Ng - My / Ejercicio 9C

= M3 Ny < My - N3

Finalmente, la desigualdad obtenida implica por Definicion 5 que o.

11.2. Suma y Producto en Fr (Teoremas 8—18)

También entenderemos que la suma de los naturales es la misma suma de cardinales. Asi-
mismo, el producto de los naturales es el mismo producto de cardinales.

DEFINICION 7 y 8: La suma en Fr se define como: | /% 4, 2 ~, T N2 Fm2-

ni no ni - na

TEOREMA 8. La operacion + esta bien definida.

Demostracion: Debemos demostrar que el resultado de la suma es una fraccién no negativa y
que es unico. Tanto la suma como el producto de cardinales estan bien definidos; es decir, tanto
el numerador como el denominador del resultado son cardinales (y ademas finitos). Ademas, el
denominador del resultado es distinto de cero (Contrapositivo del Ejercicio 9F). Por lo tanto, el
resultado de la suma es una fraccion no negativa.

Para demostrar que el resultado de la suma es unico, se debe mostrar que si xz +y ~; z y
r +y ~; w, entonces z ~; w. Sin embargo, esto es trivial por Teorema 1 (Transitividad) o.

Observacion: En este punto, se abandona la notacién +; y se usara solamente +, suponiendo que
ya se entiende el contexto en que actua.
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TEOREMA 9. Si z,y,u,v, son talesque » ~; ue y ~; v, entonces = +y ~; u + v.

. . m m ms m ., . .
Demostracion: Definiendo que z = —,y = —,u = —,v = —, de las hipétesis se obtiene por
nq N9 ns Ty
Definicion 4 que m, - n3 = ms-ny A mso - ny = my - ny. Gon ello, se obtiene:
m m mi-Nog+ Mo N
g 2,22 / Teorema 2
1 %) ny - no

(my-ng +ma-nq) - (n3-ny)

~ / Distributividad
ny - ng - (ng - ng)
M1 -MNg N3 MNg+ Mo N1 N3N . s .
AL L R L L / Hipétesis
ny-ng- (n3 : 714)

ms - Mg N1 Mg+ My Ny N3+ No

~ Distributividad
! (ny - ng) M3 - ny /

(mg - ng +my -ng) - (ng - n2)

~ / Teorema 2
/ (m-nz)-ns-m
ma - N _|_ ma- N VA
SPRARRL S B / Definicién 7y 8
ng - Ny
NI
3o, m+p
TEOREMA 10. Sin # 0, entonces — + — ~; .
n n n
... m m-n—+p-n m+Dp)-n m +
Demostracion: - + £ ~ f LARLN f ( P) ~y L
TEOREMA 11A. +; es conmutativa.
., M m mp-Ng+ Mo N mo N1 +mp-n m m
Demostracion: — + —2 ~, — 21 2 1 2 11 0 2. 24 1o
ny N2 ny-nNag N2 - N1 N2 ny
TEOREMA 11B. +, es asociativa.
Demostracion:
(m+@> +@ o oMmingtmym +@ N (my-ng +mg-ny)-ng+ms-(ng - na)
n n2 ns d ny-nNa ns d (n1 : n2) "Ng3
my Mg N3+ Mo Ny N3+ Mg Ny - Nay my - (ng - ng) + (mg - ng +ms-ny) - ny
—7 ng - No - N3 ! ny - (ng - ng3)
LM mamy gy (m_ m_> .
nq N9 * N3 ny No ns
TEOREMAS 12y 13. 2 <;y «<— x+2 <;y+ z.
. . ma mo ms . . . .
Demostracion: Definiendo que r = —,y = —, z = —, de la hipbtesis se sigue directamente que:
ny n2 ns

mi mo
= n_<fn_ < M1 -No <Ny -My < M1 -N3-Ng < TNy -My-MNj3
1 2
= My N3 -No+ M3 N1 Ny <Ny-Moy-N3g+ Ny M3 - No
— (ml-n3+m3~n1)‘(n2)<(n1)~(m2‘n3+m3'ng)
< (mq-n3+mz-ny)-(ng-nz) < (ng-n3g)-(mg-ng+ms-noy)

mi-ng+ms-nq mo - N3 + M3 - Ny
< <

ny-ns Ng - N3
<:>’;1:+z<fy+z‘ o.
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DEFINICION 9 y 10: El producto en Fr se define como: m o T >y

ny ng

miy - Mo

ny - No

TEOREMA 14. La operacion «; esta bien definida.

Demostracion: Debemos demostrar que el resultado del producto es una fraccién no negativa y que
es unico. El producto de cardinales esta bien definido, por lo que el numerador y el denominador del
resultado son cardinales (y ademas finitos). Ademas, el denominador del resultado es distinto de
cero (Contrapositivo del Ejercicio 9F). Por lo tanto, el resultado del producto es una fraccion no
negativa. En tanto, para demostrar que el resultado del producto es Unico, se debe mostrar que si
-y ~y2zYyx-y>;w,entonces z ~; w. Sin embargo, esto es trivial por Teorema 1 (Transitividad) o

Observacion: En este punto, se abandona la notacion e y se usara solamente (-), suponiendo que
ya se entiende el contexto en que actua.

TEOREMA 15. Si z,y,u,v, son tales que © ~; uey ~; v, entonces = -y ~; u - v.

.z . m m m
Demostracion: Definiendo que © = — .,y = —,u = —3,v -
ny N2

Ny = M3 N] A Mo Ny = My - No. Con ello, se obtiene:

@ de las hipotesis se obtiene por
Definicion 4 que m;

mi mg o mimg o (maome)-(ngong) o (mgena) - (mang) o (mg-ng) - (0 ng)
ny  nNo fnl-ng f ny - ng - (ng - ny) ! Ny Mg - N3 - Ny f (ny-mg) -nz-n
mg - Ty mg My
Zf Zf—— o.
n3 - Ny n3g Ny
m mi-m My - M my m
TEOREMA 16A. «; es conmutativo. Demostracion: .72 ~ "1 "2 T2 T T2 T
ny nNo 1 - No Ng - My Ny 1My
TEOREMA 16B. «; es asociativo.
.. my m m my Mo M mi-Msg) - M my - (ng-n
Demostracion: <—1-—2>.—32f#._3:f( L2ma) LIPS (2 - 13)
ny N2 ns ny-Ng N3 (nl'n2)'n3 ny (nz n3)
mp Mg -Mm3 my mga Mg
~p— ~p— | — - — o.
ny  MNg-ng n ng N3
TEOREMA 16C. e, distribuye sobre +.
. . m m m m; Mg -N3g+ms-n mi(Mme -N3 +ms-n
Demostracion: —1(—2+—3> ~p 2B 2 1(1ma - 13 + M - )
ny no n3 ny Ng - N3 nl'(n2'n3)
myp Mg - N3 + M1 - M3 Ny ml-m2~n3+m1-m3~n2
- ny - ng - ng T ningmg T ongongomg
my - m mi-m m; m m; m
~; U i T e
ny - No ny - N3 nq N9 s ns

TEOREMA17.2 -2 <;y -2z «<— x <;y.

m m m ., . . .
Demostracion: Siz = —,y = —,z = —, de la hipétesis se sigue directamente que:

nq N9 ng

my - ms mo - M3
’x-z<fy-z‘(:> f <:>(ml-mg)‘(ng-ng)<(n1-n3)~(m2'mg)
ni-ng ng - N3
my
— . < — — <y— == | <

g <y e

TEOREMA 18. Si z,y € Fr A g<f y, entonces (HZEFI') : (l‘ ~py-z).

my mz
— Yy =
ni no

que . Con ello, si hacemos e
- mg mp-n2\ mQ'(ml'n2>~ m1'(
y-z>p | — ~j ~f

No mo -1y ng - (m2 : nl) ny - (m2 : n2)

© EDGARD ALEJANDRO ARAYA CARRENO

‘o 0
Demostracion: Sean = = . Como 1< esto significa que 0-ny < my -1 0, mejor dicho,

mq - N9 .
, Se obtiene:

z =

mg-ng) - mi
f ny

ZfZE o,

edgard.araya@usach.cl
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11.3. Racionales no negativos Nr (Teoremas 19-25)

De todo lo dicho hasta aqui, podemos decir que:

12 3 12 3 .
2 T4 e 3 76 To9

Sl 11 2
- - A= —.
97137373

Esto nos motiva a definir un conjunto de todas las fracciones no negativas que sean equiva-

=f T

[GVRI
O o~
Nej ey

1 1 2 . , . . .. .
lentes con 5 (o 3 0 3 respectivamente). Asi, podemos visualizar que toda fraccion no negativa

estara en uno y solo uno de estos conjuntos. Es decir, estos conjuntos son disjuntos de a pares
y la unién de todos ellos nos da el conjunto Fr.

Cabe destacar que esto mismo sucedera cada vez que sobre un conjunto A se define una
relacién de equivalencia R.

DEFINICION 11: Si = € Fr, la clase de equivalencia de = bajo ~res:| [z], ={yeFr|y~fuz}

DEFINICION 12:| Nr = { A | (3z € Fr) : (A = [z],)}

TEOREMA 19. Nr es una particion disjunta del conjunto Fr. En otras palabras, | Nr = Fr/ ~;

Demostracion: Debemos demostrar que para el conjunto N, se cumple que:

= | JNr = Fr w (2], [yl =@

Recurriendo a la Definicion A3, | v ¢ | JNr < (3[z], : € [z], A [z], € Nr) <=z eFr

Asi, se ha demostrado la primera afirmacion.

Para la segunda afirmacién, suponemos que | [z], # [y]. | tales que [z], N [y], # 2. Asi,
existe z € [z],, N [y],. A partir de la Definicion 11, se sigue que z ~; = A z ~; y. Luego, por tividad
(Teorema 1) se obtiene = ~; y, por lo que x € [y],,. Es decir, | [z], = [y]. |, |0 que contradice nuestra
hipotesis. Asi, se ha demostrado la segunda afirmacion.

Por lo tanto, | Nr = Fr/ ~; | o.

NOTACION: M = [z],.. Es decir, se denotaran los racionales no negativos con mayusculas.
DEFINICION 13: (Orden en Nr). Si M, N € Nr, entonces:

M<, N <= xzeM ANyeN A z<;sy

TEOREMA 20. <,, es un orden parcial estricto en Nr.

Demostracion: Como ya vimos en la demostracion del Teorema 3, debemos demostrar que <,, es
irreflejo, asimétrico y transitivo. Para ello, hacemos x € M,y € N,z € P.

Como < es irreflejo, entonces ~ (x <; z). Asi, por negacion de la Definicion 13, se obtiene
~ (M <, M), por lo que <, es irreflejo.

Si M <, N, por Definicidn 13 se obtiene = <; y. Como <; es asimétrico, se sigue que
~ (y <s z). Asi, por negacion de la Definicion 13, se obtiene ~ (N <, M), por lo que <, es
asimétrico.

Ahora, si M <, N A N <, P, por Definiciéon 13 se obtiene  <; y Ay <; z. Como <;
es transitivo, se sigue que = <; z. Asi, por Definicidn 13, se obtiene M <, P), por lo que <,, es
transitivo.

Finalmente, se concluye que <,, es un orden parcial estricto o.

© EDGARD ALEJANDRO ARAYA CARRENO edgard.araya@usach.cl
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DEFINICION 14 y 15: (Suma en Nr). Si M, N, P € Nr, entonces:

M+, N=P < xeM AN yeN AN zeP N x+ry=>fz

Haciendo M = [z],, N = [y]., P = [z]., cOMO z ~; x + y, se obtiene | [z], + [y], = [z + y].
TEOREMA 21. La operacion +,, esta bien definida.

Demostracion: Demostraremos que el resultado de la suma es racional no negativo y que es Unico.

Haciendo M = [z],, N = [y]., como z ~; x+y € Fr (por Teorema 8), se sigue que el resultado
delasumaes P = [z], = [z + y].. Asi, M +, N € Nr.

Ahora, supongamos que existe Q € Nr, Q # P tal que M +, N = Q. Por Definicion 14, existen
ue Mve Nwe Qtalesque u +v ~; w. Como v € My v e N, entonces por Definicion 11 se
sigue que u ~; x Yy v ~; y; luego, por Teorema 9 se obtiene que v + v ~; x + y. Por Transitividad
(Teorema 1), se obtiene que w ~; = + y, de donde w € [z + y],. Como w € Qy P = [z + y],, se
concluye que Q = P o.

TEOREMA 22A. +,, es conmutativa.

Demostracion: Por Teorema 11A se cumple z+y ~¢ y+x. Por Definicion 11 se sigue que [z+y],, =
[y + x],., mientras que por Definicion 14 se concluye que [z], + [y]. = [y]. + [x]. ©.

TEOREMA 22B. +, es asociativa.

Demostracion: Por Teorema 11B se cumple (z+y)+z ~; z+(y+z). Por Definicidn 11 se sigue que
[(z+y)+2]n = [£+ (y+2)]., mientras que la Definicién 14 implica que [z+y], +[2]n = [#]n+ [y + 2]
Finalmente, por Definicion 14 se concluye que ([z], + [y].) + [2]n = [#]n + ([y]n + [2]) ©.

TEOREMA 22C. M <, N < M+ P <, N + P.

Demostracion: Definiendo que M = [z],, N = [y]., P = [z]., de la hipétesis y del Teorema 12 se
sigue directamente que:

— (2] <p Yl = <y = v+2<;y+z <= [z+ 2], <, |y+ 2]
— [x]n+[z]n<n[y]n+[2]n (:)’M+P<nN+P‘ o,

DEFINICION 16 y 17: (Producto en Nr). Si M, N, P € Nr, entonces:

Me, N=P < xzeM ANyeN A zeP AN xeopy>~;z

Haciendo M = [z],, N = [y]., P = [2]., cOMO z ~¢ x - y, Se obtiene | [z], - [y]. = [z - ¥].
TEOREMA 23. La operacion e, esta bien definida.

Demostracion: Demostraremos que el resultado del producto es racional no negativo y es Unico.

Haciendo M = [z],, N = [y]., como z ~; x-y € Fr (por Teorema 14), se sigue que el resultado
del producto es P = [z],, = [z - y],,. Asi, M o,, N € Nr.

Ahora, supongamos que existe @ € Nr, @ # P tal que M o, N = (). Por Definicion 14, existen
uwe Mowve Nwe @ tales que u-v ~; w. Como u e My v e N, entonces por Definicidn 11 se
sigue que u ~; =z y v ~; y; luego, por Teorema 15 se obtiene que u - v ~; z - y. Por Transitividad
(Teorema 1), se obtiene que w ~; = -y, de donde w € [z -y],. Comow e Qy P = [z-y],, Se concluye
que Q = P o.

TEOREMA 24A. ., es conmutativa.

Demostracion: Por Teorema 16A se cumple z -y ~ y - . Por Definicidn 11 se sigue que [z - y],, =
[y - x],,, mientras que por Definicion 16 se concluye que [z], - [y]. = [y]. - [*]. ©.
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TEOREMA 24B. ¢, es asociativa.

Demostracion: Por Teorema 16B se cumple (z - y) - z ~; x - (y - z). Por Definicion 11 se sigue que
[(z-y)- 2], = [z (y-2)]., mientras que la Definicidon 16 implica que [z - y], - [z]. = [*]. - [y - 2]n-
Finalmente, por Definicidon 16 se concluye que ([z], - [y].) - [z]n = [z]n - ([y]n - [2]n) o

TEOREMA 24C. », distribuye sobre +,,.

Demostracion: Por Teorema 16C secumple = - (y + z) ~yx -y + z - 2.
Por Definicidn 11 se sigue que [z - (y + 2)], = [z -y + 2 - 2],.

Ahora, la Definicidn 16 implica que [z-(y+2)], = [].-[y+z]., mientras que por la Definicién 11
se Sigue [x]n ) [y + Z]n = [I]n ’ ([y]n + [Z]n)

Por otra parte, la Definicion 11 implica que [z -y + = - z],, = [z - y]. + [x - z]n, Mientras que por
la Definicién 16 se sigue [z - y], + [« - 2], = [2]n - [y]n + [%]n - [2]n-

Finalmente, del Teorema 20 se concluye que [z],, - ([y]. + [2]n) = [z]n - [¥]n + [2]n - [2]0 ©

DEFINICION 18 y 19: Neutros en (Nr, +,, e.).| 0, = lQ] , 1, = F]

TEOREMA 25A.0,, # 1,,.

iy L . . 0 1
Demostracion: Por Contradiccion, suponer que 0,, = 1,.. Esto implica que 1T de donde se
sigue0-1=1-1(obien0 =1). Como 0 = K£(@)y 1 = K({@}), por Axioma de Cardinalidad se
obtiene que o ~ {@}. Esto implicaria que existe f : {g} — o biyectiva.

Sin embargo, ya se ha demostrado que @} = & (Ejercicio 4B). Esta afirmacion dice que no
existe f : {&} — &, por lo que se llega a una contradiccion. Por lo tanto, 0,, # 1,, o.

TEOREMA 25B. Si M € Nr,entonces M +0, =My M- -1, =M.

Demostracion: Sea M = [z],. Por Ejercicio 11C se tiene = + g ~; z, de donde [w + ﬂ = [z],

n

. . 0
por Definicion 14 se obtiene [z], + [I] = [z]., lo que concluye que M + 0,, = M.

, C . 1 1 ]
Analogamente, por Ejercicio 11E se tiene = - 15 de donde [x : I] = [x] y de alli, por

n

. . 1
Definicion 16 se obtiene [z],, - lI] = |z]., lo que concluye que M - 1,, = M o.

TEOREMA 25C. Si M, N, P € Nr talesque 0,, <, M A N <, P,entonces M - N <, M - P.

Demostracion: Definimos M = [z],, N = [z],, P = [y].. De las hipdtesis se sigue 1<r? AT <sy.

Gracias al Teorema 17 se sigue que = - z <; y - z, de donde [z - z],, <, [y - z],. Por Definicion 16 se
obtiene [z], - [z]n. <u [y]n - [2]n, O, mejor dicho, M - N <, M - P o.

TEOREMA 25D. Si M/, N € Nr A 0, <, N,entonces (3P e Nr) : (M =N - P).

Demostracion: Definimos M = [z],,N = [y].. De las hipotesis se sigue 1 <1 Y Gracias al

Teorema 18 se sigue que existe z tal que =z ~; y - z, de donde [z], = [y - z],. Por Definicidn 16,
existe |z], tal que [z], = [y]. - [2]n, O, mejor dicho, M = N - P o.
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11.4. Ejercicios propuestos

11A. Paraz,y,z € Fr,demostrarque z ~; y < x + 2z ~;y + 2.
- 0 1
11B. Para z,y,z € Fr, demostrar que © ~; y < 2 -z ~; y - z. Definiendo 0; = i yl;= T

demostrar que parar,y,z € Fr se Cumple:
11C.$+0f2f$ 11D.(L"0f2f0f 11E.I'1f2f1‘

11F. Defina una relacion de orden menor o igual en el conjunto Fr, simbolizada por <;, a
partir de lo visto en el Curso.

11G. Verifique si <; es antisimétrica.
11H. Siz,y,u,ve Frsontalesque v <;y A =z ~;u A y~; v, demostrar que u <; v.
11l. Siz,y,z € Frsontalesque » <;y A y <; z, demostrar que = <; z.
11J. Para M, N, P € Nr,demostrarque M = N < M+ P = N + P.
11K. Si M, N € Nr, demostrar que 0 <, M; <, My A 0 <, Ny <, Ny = 0 <,, M;-N; <, My Ns.

11.5. Una solucion para los Ejercicios propuestos

. m m m . . . .
11A. Definiendo que = = —,y = —, 2 = —, de la hipdtesis se sigue directamente que:
nq N9 ns
ma mo

= — Xy —— &> My -Ng =N My < M1 N3 Ng =Ny M3 N3
n na

<< M1 N3 -Ng+ M3 N1 "No="MN1 M2 N3+ Ny M3 "Ny
— (ml'n3+m3'n1>'(n2)Z(n1>'(m2'n3+m3'n2)
— (my-n3+ms-ny)-(ng-nz) = (ny-n3)-(me-ng+ms-no)
miy-ng+ms-ny Mo - N3 + M3 - No
— oy <:>’x+z:fy+z‘ o.
ny - N3 Ng - N3
1 ma

11B. Definiendo que = = m—, y=—,z= @, de la hipétesis se sigue directamente que:
n1 N2 ns

my - Mg Mo - M3
’ T-z~py-z ‘ = ~ < (my-m3) - (ng-n3) = (ny-n3)- (mg-ms)
Ny - N3 N2 - 13

mq mo
> mume = mmg e Ty T e 2.
ny U

. . 0 . .
11C. Definiendo que = = m y considerando 0; = T se obtiene directamente que:
n

L0 m+0 m-1+0-n m+0 m
T ~ —_ - ~ ~ ~ — ~, 1 O.
f f n 1 f n-1 f n f n f

, Se obtiene directamente que:

z-0p =~y m 9 ~ U >~ 0 ~p = ~50p 0.
n n 1

11D. Definiendo que = = % y considerando 0; =

C—lo

, Se obtiene directamente que:

—_

1 m
x - ~ —_— = ~ _— — X~ X 0.
e e T A B
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11F. En el conjunto Fr ya esté definida la relacién de equivalencia ~; y el orden estricto <. A partir
de ellos, se define la relacion de orden menor o igual <, como:

mq mo mq mo mq meo
—Sf— S — <y —— VvV — X — < MpNg < M2 N1 VIMp-Ng =My Ny @’ml-ngémg-nl‘
n1 12 n1 n2 n1 N2

. m L s
11G. Definimos = = "~ e y = 2. Para ver que < es antisimétrica, suponemosque = <;y A y <; T
n q

y debemos demostrar que = ~; y. A partir de las hipotesis es inmediato que:
m p p m Teo.73

TSFY NYSFr = — S<f— A —Sf— = MNP AN-PSM-q = M-¢q=nN-p
n q q n
Aplicando la Definicion 1, se obtiene — ~ ]3, de donde se concluye que = ~; y o.
n Ty f

11H. De la primera hipétesis © <; y se deduce que = <y y v z ~; y. Como ademas se cumplen
r ~;u ey ~suv, entonces por Teorema 1 (transitividad) dos veces se cumple v ~; v, mientras que
por Teorema 7 se cumple u <; v. De ambas hipotesis se recupera que u <; v o.

111. De la primera hipétesis = <; y se deduce que = <y y v z ~; y. En el primer caso, como z <y y
ey <y z, por Teorema 3 (transitividad) se obtiene = <; z. En el segundo caso,como z ~; yey <; z,
considerando ademas que z ~; z, por Teorema 7 se obtiene también z <; z o.

11J. Definiendo que M = [z],,N = [y].,P = [z],, de la hipdtesis y del Ejercicio 10 se sigue
directamente que:

M=N| <= [zlp=|yln = v~y <= s+z2~y+2 < [z+z],=[y+ 2]

= [zl +[2ln=[yln+[2]ln &= | M+P=N+P]| o.

11K. Por Teorema 25C, se sigue de las hipétesis que M; - 0 < M; - Ny; es decir, 0 < M; - N;. De
igual forma, se obtiene 0 < M, - Ns.

Nuevamente por Teorema 25C, como 0 < N; y M, < Ms, se obtiene N, - M; < N; - M,. De
igual forma, como 0 < My y N1 < N», entonces M, - N; < M, - Ny. Por Transitividad Teorema 20, se
concluye que M; - Ny < M, - N. Asi, se obtiene 0 < My - Ny < My - Ny o.
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