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Numeros Racionales (Teo. 26—32)

EDGARD ALEJANDRO ARAYA CARRENO — edgard.araya@usach.cl

12.1. Pares de racionales no negativos Sb (Teoremas 26—29)

Suponiendo por un momento que existe una “sustraccién” entre racionales no negativos (y
. . , . 1 1
recurriendo a lo que sabemos previamente sobre los nUmeros racionales), vemos que 373§

. . -~ , - 1 1 -1
Sin embargo, si lo escribimos al revés, el resultado es distinto: 373§

Asi, si definimos informalmente la resta como | (M, N) = M — N |, del razonamiento anterior

wome (1)~ (1) mamsun (1) (1)

De forma general (pero informal aun), para M, N, P € Nr se tiene:
» Si N <, M (digamos M = N + P), entonces | (M, N) = {(P,0,)

» Si M <, N (digamos N = M + P), entonces | (M, N) =<0, P)

» Si M = N, entonces| (M, M) ={0,,0,)

Asi, hemos conseguido describir a todos los racionales (incluso los negativos) usando a
los elementos de Nr. Ahora, el resto del trabajo es formalizar esta descripcion y ver que cumple
con las propiedades esperadas.

DEFINICION 20:| Sb = {(M,N) : M,N € Nr}

DEFINICION 21: Relacién ~, en Sb:| (M;, N,) ~, (M, Ny) <= M; + Ny = My + N,

TEOREMA 26. ~, es una relacion de equivalencia en Sb.

Demostracion: Una relacion de equivalencia debe ser refleja, simétrica y transitiva. Como ~; es
relacion de equivalencia (Teorema 1) y la igualdad en Nr se define usando ~, todas las demostra-
ciones que siguen se basan fuertemente en los Teoremas anteriores.

Asi, para = + y € Fr se tiene = + y ~ x + y. Por Definicidn 12 se obtiene [z + y], = [z + y],.
Luego, definiendo M + N = [z + y],., Se obtiene M + N = M + N, mientras que la Definicion 21
implica (M, N) ~, (M, N). Asi, ~, es refleja.

Ahora bien, si (M;, N,y ~, (M, N,), por Definicidn 21 se obtiene que M; + N, = M, + N;. De
alli se sigue M, + N; = M; + N, lo que implica por Definicidn 21 que (M,, Ny) ~, (M;, N;). Por lo
tanto, ~, es simétrica.

Por ultimo, si (My, Ni) ~, (M, No) A {(Ms, No) ~, (M3, N3), por Definicion 21 se obtiene que
M; + Ny = Ms+ Ni A My + N3y = Mz + N,. Usando las siguientes definiciones, se obtiene:

M, = [xl]n N, = [yl]n M, = [@]n Ny = [yQ]n M; = [$3]n N3 = [y3]n
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Tyt Yo =pTotyi A T2+ Y3 >p T3+ Yo / Ejercicio 11A
= (z1+y2) tys >y (2 +y1) +ys A (T2 +ys) +yr =5 (23 +32) + 11 / Teorema 11B
= w1+ (Yo +y3) ~p 22+ (Y1 +y3) A 22+ (1 +y3) ~p 23+ (y2 +y3) / Teorema 1 Trans.

= @1+ (Y3 + 42) > 23 + (Y1 + ¥2) / Teorema 11B

= (v1+y3) +y2 > (T3 + Y1) + 0 / Ejercicio 11A

= X1+ Y3 >f T3+ Y1
El resultado obtenido implica por Definicidn 12 que [x; + 3], = [x3 + 1], y por Definicidn 14
se sigue que [z1], + [ys]n = [x3]n + [v1]n. ES decir, My + N3 = M3 + N;. Asi, por Definicion 21 se
obtiene (M;, Ny) ~, (Mj3, N3). Por lo tanto, ~, es transitiva.
Finalmente, se concluye que ~, es una relacidén de equivalencia o.

DEFINICION 22: Relacion <sen Sb:| (M, Niy <, (My, Ny) <= M; + Ny <, My + N,

NOTA: Los “ teoremas obvios ” sobre <, se dejan como Ejercicios Adicionales (Ejercicio 12A).

Siguiendo la definicion informal de la resta como| (M, N) = M — N |, ahora debemos definir
la suma en Sb:

(My, N1y +4{My, Noy| = (M; — N7) + (My — Np) = (My + My) — (N7 + No) = |[{M;y + My, Ny + Ny)

DEFINICION 23 y 24: (Suma en Sb). Si A, B, C € Sb, entonces:

A+, B ~, C|le A~ (M, N\)AB ~; (M, NoyAC =, (M3, N3)A|(My + My, Ny + No) ~,; (M3, N3)

En palabras mas simples, se obtiene | (M;, Ny) +, (My, No) ~, (My + My, Ny + No)
TEOREMA 27. La operacion +, esta bien definida.

Demostracion: Demostraremos que el resultado de la suma esta en Sb y que es Unico.

Como la suma en Nr esta bien definida, entonces M; + M, € Nr y N; + N, € Nr; luego, por
Definicion 20), se sigue que (M + M, N1 + Ny) € Sb. Asi,| A+,BeSb |.

Ahora, supongamos que existe D ~, (My, Ny), D »#, C'talque A+, B ~, D. Por Definicion 23,
se cumple (M; + My, Ny + Ny) ~, (M4, N,). Como ~, es transitiva (por Teorema 26), se obtiene que
<]\437 N3> >~ <M4, N4>, de donde D >~ C o

NOTA: Los “teoremas obvios ” sobre +, se dejan como Ejercicios Adicionales (Ejercicio 12B).

Siguiendo la definicién informal de la resta como| (M, N) = M — N |, ahora debemos definir
el producto en Shb:

(My, Ni) es(My,Ny) | = (My — Ny) - (My — Ny) = (My - (My — No) — Ny - (My — No)
= My My— My - No— Ny - Mo + Ny - Ny
— (My- My + Ny - No) — (My - Ny + Ny - My)
= My My + Ny - Ny 3 My No+ My Ny

DEFINICION 25 y 26: (Producto en Sb). Si A, B, C € Sb, entonces:

— A~,(M;,N\) A B ~, (My, Ny) n C ~, (Ms, Ns)

A [{My - My+ Ny Ny My- Ny+ My- Nyy ~; (Ms, N3)

En resumen, se obtiene | (M, N1) e, (My, Noy ~, {(My - My + Ny - Ny ; My - Ny + My - Ny)
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TEOREMA 28. La operacion e, esta bien definida.

Demostracion: Demostraremos que el resultado del producto esta en Sb y que es Unico.

Como la suma y el producto en Nr estan bien definidos, entonces M; - My + N; - N, € Nr y
M, -Ny+ My-N; € Nr; luego, por Definicidn 20), se sigue que (M;-My+ Ny-Ny ; M;-Ny+My-Ny) € Sh.
s BeSh |

Ahora, supongamos que existe D ~, (M,, Ny), D #, C tal que Ae, B ~, D. Por Definicion 25,
se cumple (M;-My+ Ny-No ; My-No+ My-Ny)y ~, (My, Nyy. Como ~, es transitiva (por Teorema 26),
se obtiene que (Mjs, N3) ~, (M4, Ny), de donde D ~, C o.

NOTA: Los “teoremas obvios ” sobre ¢, se dejan como Ejercicios Adicionales (Ejercicio 12C).
TEOREMA 29A.Si A, B,C,D e Sbsontalesque A ~, C A B~, D n A<, B,entonces C <, D.
Demostracion: Definimos| A = <M17 N1> ,| B = <M27 N2> | C = <M3, N3> | D= <M4, N4>

Por Definicion 21, se sigue que A, + N3 = Mz + N; A My + Ny = M, + No. Con ello, de la
tercera hipétesis, por Definicidon 22 se obtiene:

M, + Ny <,, My + N, / Teorema 22C
<= M, + N3+ Ny <,, My + Ny + N3 / Hipotesis
< M3+ Ny + Ny <, My + N1 + N3 / Teorema 22C

<= M5+ Ny <, My + Ns / Teorema 22C
<= M5+ Ny + My <,, My + N3+ M, / Hipotesis
< Mz + My + Ny < My + N3+ M, / Teorema 22C

<= M3+ Ny < My + N3
Finalmente, la desigualdad obtenida implica por Definicion 22 que o
TEOREMA 29B. Si A,B,C,D e Sbsontalesque A~,C A B~,D,entonces A+ B ~,C + D.
Demostracion: Definimos| A = (M, Ny) |,| B ={(My,Ny) |,| C ={(Ms,N3) |,| D =My, Ny) |.

De las hipétesis se obtiene por Definicion 21 que M, + N3 = Mz + Ny A My + Ny = My + Ns.
Con ello, se obtiene por Definicion 23:

(My, N1y +4{My, Noy ~s {My + My, Ny + No) / Ejercicio 12B.e.
~; (My + My, Ny + Ny) +5 (N3, N3) / Definicion 23
~, {(M, + N3) + Mz, Ny + Ny + N3) / Hipotesis
~, (M5 + Ni) + My, Ny + Ny + Ns) / Definicion 23
~; (My + M3, Ny + N3y +4 (N1, Ny) / Definicion 21
~g (My + Ms, Ny + N3) 45 (Ny, Ny) / Definicion 23
~; ((My + Ny) + M3, Ny + N3 + Ny) / Hipotesis
~; ((My+ Ny) + Ms, Ny + N3 + Ny) / Definicion 23
~g (M3 + My, N3 + Ny) +5 (N, No) / Ejercicio 12B.e.
~¢ (M3 + My, N3 + Ny) / Definicion 23

~¢ (M3, N3) +5(My, Nyy ©.
TEOREMA 29C. Si A,B,C,D e Sbsontalesque A~,C A B~,D,entonces A-B~,C-D.

Demostracion: Definimos | A = (M;, Ny) |,| B ={(My,Ny) |,| C ={(M3,N3) |,| D =My, Ny |.
De las hipétesis se obtiene por Definicion 21 que M| + N3 = Mz + Ny A My + Ny = My + Ns.
Con ello, se obtiene:
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(Mi, N1y es (M, Noy / Definicion 25
~ (My-Ms+ Ny-Nyj; My-Ny+ My- Ny / Ejercicio 12B.e.
~g (My - Mo+ Ny - Ny My-No+ My- N1y +s (M- N3+ Ms- Ny, My - N3+ Ms - No) / Definicién 23
~ (My - Mg+ My - N3+ Ny-No+ Ms-Nojy My-No+ My Ny + My Ny + M- Noy / Teorema 24C
~; (My - (My + N3) 4+ Ny - (Ny + Ms) ; My - Noy+ My - Ny + My - N3 + Ms - No) / Hipotesis
~g (My - (Ms+ Ny) + Ny (N3 + My); My-No+ My Ny + My - N3+ Ms - Na) / Teorema 24C
~g (My- M+ My - Ny + No- N3+ My - Ny ; My - Ny + My - Ny + My - Ny + Ms - Na) / Definicion 23
~g (Msy- Mg+ No-N3; My N3+ Ms- Noy+5 (M- Ny+ My- Ny, M;-Ny+ My-Ny) /Ejercicio 12B.e.
~g (Msy- Mg+ No- N3 ; My- N3+ Ms- Ny) / Ejercicio 12B.e.
~y (My- M3+ No- N3 ; My N3+ M- Nod+g(Ms-Ny+ My- N3, Ms-Ny+ My-N3)» /Definicion 23
~g (My-Ms+ Mz - Ny+ No- N3+ My - N3; My- N3+ Ms-No+ Ms-Ny+ M- N3 / Teorema 24C
~g (M3 - (My + Ny) + N3 - (My + No) ; My- N3+ Ms- No+ Ms- Ny + My - N3) / Hipétesis
~g (Mg - (My + Ny) + N3 - (Mo + Ny) ; My- N3+ Ms- No+ Ms- Ny + My - N3) / Teorema 24C
~y (M3 - My+ Ms- Ny+ My - N3+ N3-Ny; My- N3+ Ms- Ny+ Ms- Ny+ My - N3) / Definicion 23
~y (Ms-My+ N3+ Nyj; Mg+ Ny+ My-Nsy+3{Msy-Nsg+ Ms-No,My- N3+ Ms-Ny) /Ejercicio 12B.e.
~g (M3 -My+ N3-Ny; Mg-Ny+ My-Ns) / Definicion 25
~, (M3, N3) o5 (My,N;) ©o.

12.2. Numeros Racionales Q (Teoremas 30-—32)

Tal como los elementos de Nr corresponden a clases de equivalencia de elementos de Fr,
ahora se definiran los racionales Q como clases de equivalencia de elementos de Sb.

DEFINICION 27: Si A € Sb, la clase de equivalencia de 4 bajo ~, es:| [A], = { Be Sb | B ~, A}

DEFINICION 28:| Q = { z | (34 € Sb) : (z = [A],)}

DEFINICION 29: (Ordenen Q). Siz,yc Q,entonces: | v <,y < Aecx A Bey n A<, B

DEFINICION 30y 31: (Suma en Q). Si =, y, z € Q, entonces:
r+,y=2 < Aex A Bey n Cez A A+, B~,C

Haciendo = = [A];,y = [B]s, 2 = [C]s, como C' ~; A+ B, se obtiene | [A]s + [B]s = [A + B];s
TEOREMA 30. La operacion +, esta bien definida.

Demostracion: Demostraremos que el resultado de la suma esta en Q y que es Unico.

Haciendo = = [A]s,y = [B]s, como C' ~; A +, B € Sb (por Teorema 27), se sigue que el
resultado de la sumaes z = [C]s; = [A +; Bl;. Asi, (z +,y) € Q.

Ahora, supongamos que existe w € Q,w # z tal que = +, y = w. Por Definicion 30, existen
Fex,Gey Hewtalesque F+,G ~, H.Como F € z y G € y, entonces por Definicion 27 se sigue
que F ~, Ay G ~, B;luego, por Teorema 29B se obtiene que F + G ~, A + B. Por Transitividad
(Teorema 26), se obtiene que H ~; A+ B,de donde H € [A+ B];. Como Hewy z=[A+ B, se
concluye que w = z o.

DEFINICION 32 y 33: (Producto en Q). Si z,y, z € Q, entonces:

re,Yy=2 < Aeax A Bey n Cez A Ae, B~ (C
q

Haciendo = = [A],,y = [B]s, 2 = [C]s, como C ~, A- B, se obtiene | [A], - [B]; = [A- B,
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TEOREMA 31. La operacion ¢, esta bien definida.

Demostracion: Demostraremos que el resultado del producto esta en Q y es Unico.

Haciendo = = [A]s,y = [B]s, como C' ~, A-B € Sb (por Teorema 28), se sigue que el resultado
del producto es z = [C]; = [A- B];s. Asi, z e,y € Q.

Ahora, supongamos que existe w € Q,w # z tal que = o, y = w. Por Definicion 32, existen
Fex,Gey Hewtalesque F -G ~, H.Como F € x y G € y, entonces por Definicion 27 se sigue
que F ~, Ay G ~, B; luego, por Teorema 29C se obtiene que F' - G ~; A - B. Por Transitividad
(Teorema 26), se obtiene que H ~;, A- B, de donde H € [A- B];. Como H e wy z = [A- B, se
concluye que w = z o.

DEFINICION 34: Neutros en (Q, +,,¢,)-| 0, = [(0,,,0,)], , 1, = [(1,,0,)],

A continuacion se presentan 15 “teoremas obvios ” sobre (Q, +,,¢,, <,). Se espera que los
demuestre por su cuenta, a partir de los Teoremas anteriores.

TEOREMA 32. Para (Q, +,, ¢,, <,), Se cumplen las siguientes afirmaciones con z,y, z € Q:

2A. z+y=y+z 32l. Si0, # y, entonces (3z€Q) : (x=y- 2)
32B. z-y=y -z 32J. r <,y = ~ (y <, 7)
32C. (z+y)+z=a+(y+2) 2K. 2 <,y AN y<gz = <42

32D. (z-y)-z=x-(y-2)

2L. s £y = < VvV oy <. T

N2M. 2 <,y — z+2<,y+2

32F. 2 +0, =«
32G. -1, =z 32|:l.x<qy/\0<qz:>x-z<qy-z
32H. (V2)(Jy) : (x+y=0) 32N. 0, # 14

© EDGARD ALEJANDRO ARAYA CARRENO edgard.araya@usach.cl



22234 Fundamentos de la Matematica Il 6 Ayudantia 12

12.3. Ejercicios propuestos

12A. “Teoremas obvios ” sobre <.:

a. Demostrar que <, es un orden parcial estricto en Sb.
b. Si A, B e Sb,demostrarque: A<, B v A~, B v B <, A.

12B. “Teoremas obvios ” sobre +.:

a. Demostrar que +, es conmutativa.

b. Demostrar que +, es asociativa.

c. SiA, B,CeSb,demostrarque A ~, B «—<— A+C ~, B+ C.
d. Si A,B,C € Sb,demostrarque A <, B < A+ C <, B+ C.
e. Definiendo 0, ~, (P, P), demostrar que A + 05 ~, A.

12C. “Teoremas obvios” sobre e_:

a. Demostrar que o, es conmutativa.
b. Demostrar que e, es asociativa.
c. Demostrar que e, distribuye sobre +..

12D. Demostrar que <, es un orden parcial estricto en Q.

12E. Demostrar el Teorema 32H: Si » € Q tal que = = [(M, N)],, demostrar que| —z = [{N, M )],

12F. Demostrar el resto del Teorema 32.
12G. Siz € Q, demostrarque + <0 = —z > 0.
12H. Siz € Q,demostrarque » > 0 = z = [(P,0)], A P > 0.
12l. Siz e Q,demostrarque = < 0 — = = [(0, P)], A P > 0.
12J. Siz,y € Q,demostrarque x>0 A y >0 =z -y > 0.
12K. Siz,ye Q,demostrarque : <0 A y >0 =z -y < 0.
12L. Siz,ye Q,demostrarque r <0 A y<0 =z -y > 0.
12M. Si z,y € Q, demostrar que (—z) -y = —(x - y).
12N. Si z,y € Q, demostrar que (—z) - (—y) =z - y.
12N. Si z,y € Q, demostrar que (—z) + (—y) = —(z + y).
120. Siz € Q, demostrar que —|z| < = < |z|.
12P. Siz,y,z,we Q,demostrarque r <z A y<w = x+y < z + w.
12Q. Si z,y € Q tales que y > 0, demostrar que |z| <y < —y <z <y.
12R. Siz,yeQ,demostrarque r =y < =+ 2z =y + 2.
12S. Siz,ye Q,demostrarque r =y < z-z2=1y- 2.
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