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Transición entre Q y R (Teo. 33´42)
EDGARD ALEJANDRO ARAYA CARREÑO ´ edgard.araya@usach.cl

13.1. Valor Absoluto y Parte Entera en Q (Teorema 33)

A partir de este punto, hablaremos del conjunto de los Racionales como Q, mientras
que x, y, z, w P Q representarán números racionales en el sentido habitual.

DEFINICIÓN 35: Si x P Q, se define |x| como: |x| “ x si x ě 0, |x| “ ´x si x ă 0

TEOREMA 33. Si x, y P Q, entonces se cumple:

33A. |x| ě 0 y |x| “ 0 ðñ x “ 0

33B. |x| ¨ |y| “ |x ¨ y|

33C. |x ` y| ď |x| ` |y|

33D. |x| ´ |y| ď |x ´ y|

33E. x|y| ď |xy|

Demostración: 33A. Si x ą 0, como |x| “ x, se sigue que |x| ą 0, de donde |x| ě 0.
Si x ă 0, como |x| “ ´x, por Ejercicio 12G se sigue que |x| ą 0, de donde |x| ě 0.
Si x “ 0, como |x| “ x, entonces |x| “ 0, de donde |x| ě 0.
Las tres afirmaciones anteriores demuestran que p@x P Qqp|x| ě 0q.
La tercera afirmación demuestra que x “ 0 ñ |x| “ 0. Para demostrar que |x| “ 0 ñ x “ 0,

suponemos por Contradicción que |x| “ 0 y x ‰ 0. Ası́, debe ocurrir que x ą 0 o x ă 0. Según lo
demostrado más arriba, de x ą 0 se obtiene |x| ą 0, mientras que de x ă 0 se obtiene |x| ą 0. En
ambos casos, se contradice que |x| “ 0, por lo que se concluye que x “ 0 ˝.

33B. Si x ě 0 ^ y ě 0, entonces xy ě 0. Ası́, |x| ¨ |y| “ x ¨ y “ |x ¨ y|.
Si x ă 0 ^ y ě 0, por Ejercicio 12K se obtiene x ¨ y ď 0. Ası́, |x| ¨ |y| “ p´xqy y |xy| “ ´pxyq.

Por Ejercicio 12M, se obtiene |x| ¨ |y| “ |x ¨ y|.
Si x ă 0 ^ y ă 0, por Ejercicio 12L se obtiene x ¨ y ą 0. Ası́, |x| ¨ |y| “ p´xq ¨ p´yq y |xy| “ xy.

Por Ejercicio 12N, se obtiene |x| ¨ |y| “ |xy| ˝.

33C. Si x ě 0 ^ y ě 0, entonces x ` y ě 0, de donde |x ` y| “ x ` y. Además, |x| ` |y| “ x ` y.
Luego, |x ` y| “ |x| ` |y|, lo que implica |x ` y| ď |x| ` |y|.

Si x ă 0^y ă 0, entonces x`y ă 0. Luego, |x`y| “ ´px`yq. Además, |x| ` |y| “ p´xq ` p´yq.
Por Ejercicio 12Ñ, se obtiene |x ` y| “ |x| ` |y|, lo que implica |x ` y| ď |x| ` |y| ˝.

33D. Considerar que x ´ y “ x ` p´yq. Por Ejercicio 13B, se obtiene ´|y| ď y ď |y| y ´|x ´ y| ď

x ´ y ď |x ´ y|. Luego, aplicando varias veces el Ejercicio 12P, se obtiene que ´|x ´ y| ´ |y| ď

px ´ yq ` y ď |x ´ y| ` |y|. Es decir, ´p|x ´ y| ` |y|q ď x ď |x ´ y| ` |y|. Por Ejercicio 13B, se sigue
que |x| ď |x ´ y| ` |y|. Luego, por Teorema 32M se concluye que |x| ´ |y| ď |x ´ y| ˝.

33E. Si x ě 0 ^ y ě 0, entonces xy ě 0. Ası́, x ¨ |y| “ x ¨ y “ |x ¨ y|, de donde x ¨ |y| “ x ¨ y ď |x ¨ y|

Si x ă 0^ y ě 0, por Ejercicio 12K se obtiene x ¨ y ď 0. Ası́, x ¨ |y| “ xy ď 0 y |xy| “ ´pxyq ě 0.
Ası́, se obtiene x ¨ |y| ď |x ¨ y|.

Si x ă 0 ^ y ă 0, por Ejercicio 12L se obtiene x ¨ y ą 0. Ası́, x ¨ |y| “ x ¨ p´yq “ ´pxyq ă 0 y
|xy| “ xy ą 0. Ası́, se obtiene x ¨ |y| ă |xy|, de donde x ¨ |y| ď |xy| ˝.



22234 Fundamentos de la Matemática II 2 Ayudantı́a 13

DEFINICIÓN 37: Si x P Q, se define:
Parte entera clásica o función suelo: txu como el mayor entero menor o igual a x; es decir,
dados x P Q y n P N: txu “ n ðñ n ď x ^ p@m P Nqpm ď x ^ m ď nq

•
Z

2

3

^

“ 0 •
Z

3

3

^

“ 1 •
Z

5

3

^

“ 1

Sucesor de Parte entera o Función Techo: rxs como el menor entero mayor o igual a x; es
decir, dados x P Q y n P N: rxs “ n ðñ x ď n ^ p@m P Nqpx ď m ^ n ď mq

•
R

2

3

V

“ 1 •
R

3

3

V

“ 1 •
R

5

3

V

“ 2

13.2. Sucesiones en Q (Teoremas 35 y 36)

DEFINICIONES 38, 39, 40 y 41:

x es sucesión sobre el conjunto B si x : N ÝÑ B

Dado n, diremos que xn es el n-ésimo término de x, con xn “ xpnq.
Una notación no tan usual es x “ xx1, x2, . . . , xn, . . .y; es decir, que x es un conjunto ordenado
cuyos elementos son xp1q, xp2q, . . . , xpnq, . . . Notar que este conjunto es equipotente con N (es
decir, no es finito).
Ası́, una sucesión x de números racionales tendrá recorrido B “ Q. Esto quiere decir que
p@n P Nqpxn P Qq; es decir, cada término de una sucesión es un número racional.
Por último, mencionar que dos sucesiones son iguales si sus términos correspondientes son
iguales (en el mismo orden); es decir, x “ y ðñ p@n P Nqpxn “ ynq

DEFINICIÓN 42: (SUMA DE SUCESIONES) Si x, y son sucesiones racionales, entonces z será
la sucesión suma de x e y; es decir: x ` y “ z ðñ p@n P Nqpxn ` yn “ znq .

DEFINICIÓN 43: (PRODUCTO DE SUCESIONES) Si x, y son sucesiones racionales, entonces
z será la sucesión producto de x e y; es decir: x ¨ y “ z ðñ p@n P Nqpxn ¨ yn “ znq .

TEOREMA 35. La suma de sucesiones es conmutativa, asociativa y cancelativa.

Demostración: Como la suma de números racionales es conmutativa y asociativa (Teorema 33,
entonces p@n P Nqpxn ` yn “ yn ` xnq y p@n P Nqpxn ` pyn ` znq “ pxn ` ynq ` zn. Ası́, x ` y “ y ` x y
x ` py ` zq “ px ` yq ` z.

La propiedad cancelativa indica que x ` z “ y ` z ðñ x “ y. Partiendo de x ` z “ y ` z,
por Definición 42 esto equivale a p@n P Nqpxn ` zn “ yn ` znq. Por Ejercicio 12R esto equivale a
p@n P Nqpxn “ ynq y, por Definición 38, esto equivale a x “ y ˝.

TEOREMA 36. El producto de sucesiones es conmutativo, asociativo y cancelativo.

Demostración: Como el producto de números racionales es conmutativo y asociativo (Teorema 33,
entonces p@n P Nqpxn ¨ yn “ yn ¨ xnq y p@n P Nqpxn ¨ pyn ¨ znq “ pxn ¨ ynq ¨ zn. Ası́, x ¨ y “ y ¨ x y
x ¨ py ¨ zq “ px ¨ yq ¨ z.

La propiedad cancelativa indica que x ¨ z “ y ¨ z ðñ x “ y. Partiendo de x ¨ z “ y ¨ z,
por Definición 43 esto equivale a p@n P Nqpxn ¨ zn “ yn ¨ znq. Por Ejercicio 12S esto equivale a
p@n P Nqpxn “ ynq y, por Definición 38, esto equivale a x “ y ˝.
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13.3. Sucesiones de Cauchy en Q (Teoremas 37´42)

DEFINICIÓN 44: x es Sucesión Racional de Cauchy si y sólo si x es sucesión de números
racionales y:

p@ε ą 0qpDN P Nq : p@m,n P Nqpm ą N ^ n ą N ùñ |xn ´ xm| ă εq

Por ejemplo, la sucesión definida por x0 “ 1 ^ xn “
1

n
es de Cauchy. Para ello, dado ε ą 0,

primero debemos encontrar N “ Npεq (es decir, N depende de ε) de tal forma que se cumpla lo
pedido en la Definición 44. Haciendo el borrador, vemos que:

|xn ´ xm| ă ε ðñ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

n
´

1

m

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε ðñ

ˇ

ˇ

ˇ

m ´ n

m ¨ n

ˇ

ˇ

ˇ
ă ε ðñ

|m ´ n|

m ¨ n
ă ε

m ą n ùñ
|m ´ n|

m ¨ n
“

m ´ n

m ¨ n
ă

m ¨ 1

m ¨ n
“

1

n
ă ε ðñ

1

ε
ă n

xďrxs
ðñ

R

1

ε

V

ď
1

ε
ă n

n ą m ùñ
|m ´ n|

m ¨ n
“

n ´ m

m ¨ n
ă

n ¨ 1

n ¨ m
“

1

m
ă ε ðñ

1

ε
ă m

xďrxs
ðñ

R

1

ε

V

ď
1

ε
ă m

n “ m ùñ
|m ´ n|

m ¨ n
“

0

m ¨ n
“ 0 ă ε (vale para todo m,n P Nq

1 ă ε ùñ 0 ă
1

ε
ă 1 ùñ

R

1

ε

V

“ 1 “ Npεq 0 ă ε ă 1 ùñ 1 ă
1

ε
ùñ 1 ă

R

1

ε

V

“ Npεq

Demostración: Dado ε ą 0, hacemos Npεq “

R

1

ε

V

. Ası́, para m,n ą N se tiene:

ε ą 1 ùñ 0 ă
1

ε
ă N “ 1 ă mı́ntm,nu ùñ máx

"

1

n
,
1

m

*

ă
1

N
“ 1 ă ε

ùñ |xn ´ xm| ă máx

"

1

n
,
1

m

*

ă ε
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1

ε
ď N “

R

1

ε

V
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"

1

n
,
1

m

*

ă
1

N
ď ε

ùñ |xn ´ xm| ă máx

"

1

n
,
1

m

*

ă ε

Por lo tanto, la sucesión dada es de Cauchy ˝.

TEOREMA 37. Si x es sucesión racional de Cauchy, entonces existe δ P Q ^ δ ą 0 tal que
p@n P Nqp|xn| ă δq.

Demostración: Como x es sucesión racional de Cauchy, por Definición 44 existe N P N tal que
p@m,n P Nqpm ą N ^ n ą N ùñ |xn ´ xm| ă 1q (esto se logra escogiendo ε “ 1 ą 0).

Sea δ “ 1 ` máxt|x1|, . . . , |xN |, |xN`1|u . Aquı́ es inmediato que p@n ď N ` 1qp|xn| ă δq .
Ahora, si N ` 1 ă n, entonces |xn ´ xN`1| ă 1 implica (por Teorema 33D) que |xn| ´ |xN`1| ă 1. Es
evidente que de allı́ se sigue que |xn| ă 1 ` |xN`1|. Como |xN`1| ă δ (demostrado dos lı́neas antes),
se concluye que p@n ą N ` 1qp|xn| ă δq.

Por lo tanto, el δ definido es tal que p@n P Nqp|xn| ă δq ˝.
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TEOREMA 38A. Si x, y son sucesiones racionales de Cauchy, entonces x ` y es sucesión
racional de Cauchy.

Demostración: Dado ε ą 0, como x, y son sucesiones racionales de Cauchy, por Definición 44
existen N1pεq, N2pεq tales que:

p@m,n ą N1q

´

|xn ´ xm| ă
ε

2

¯

^ p@m,n ą N2q

´

|yn ´ ym| ă
ε

2

¯

Luego, haciendo N “ máxtN1, N2u, para m,n ą N se tiene:
ˇ

ˇ

ˇ
pxn ` ynq ´ pxm ` ymq

ˇ

ˇ

ˇ
ď |xn ´ xm| ` |yn ´ ym| ă

ε

2
`

ε

2
“ ε

Por lo tanto, la sucesión x ` y es de Cauchy ˝.

TEOREMA 38B. Si x, y son sucesiones racionales de Cauchy, entonces x ¨ y es sucesión ra-
cional de Cauchy.

Demostración: Dado ε ą 0, por Teorema 37, existen δ1 y δ2 tales que p@n P Nqp|xn| ă δ1 ^ |yn| ă δ2q.
Desde aquı́, consideramos δ “ máxtδ1, δ2u.

Como x, y son sucesiones racionales de Cauchy, por Definición 44 existen N1pεq, N2pεq tales
que:

p@m,n ą N1q

´

|xn ´ xm| ă
ε

2δ

¯

^ p@m,n ą N2q

´

|yn ´ ym| ă
ε

2δ

¯

Luego, haciendo N “ máxtN1, N2u, para m,n ą N se tiene:
ˇ

ˇ

ˇ
pxn ¨ ynq ´ pxm ¨ ymq

ˇ

ˇ

ˇ
“ |xn ¨ yn´xn ¨ ym ` xn ¨ ym ´ xm ¨ ym| “ |xn ¨ pyn ´ ymq ` ym ¨ pxn ´ xmq|

ď |xn ¨ pyn ´ ymq| ` |ym ¨ pxn ´ xmq| “ |xn| ¨ |yn ´ ym| ` |ym| ¨ |xn ´ xm|

ă δ ¨
ε

2δ
` δ ¨

ε

2δ
“ ε

Por lo tanto, la sucesión x ` y es de Cauchy ˝.

DEFINICIÓN 45: Si x, y son sucesiones racionales de Cauchy, se define la relación »c como:
x »c y ðñ p@ε ą 0qpDN P Nq : p@n P Nqpn ą N ùñ |xn ´ yn| ă εq

Notar que dos sucesiones no tienen que ser iguales para ser equivalentes. Por ejemplo, las

sucesiones x0 “ 1, xn “
n2 ` 1

n2
e y0 “ 0, yn “

n2 ´ 1

n2
son distintas para todo n P N pero son

equivalentes:

|xn ´ yn| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n2 ` 1

n2
´

n2 ´ 1

n2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

n2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
2

n2
ď

2

n
ă ε ðñ

2

ε
ă n ðñ

R

2

ε

V

ă n

Demostración: Dado ε ą 0, hacemos Npεq “

R

2

ε

V

. Ası́, para n ą N se tiene:

ε ą 1 ùñ 0 ă
1

ε
ă 1 ă

n

2
ùñ 0 ă

2

ε
ă N “ 2 ă n ùñ

1

n
ă

1

N
“

1

2
ă

ε

2

ùñ
2

n
ă

2

N
“ 1 ă ε ùñ |xn ´ yn| ď

2

n
ă ε

0 ă ε ă 1 ùñ 2 ă
2

ε
ď N “

R

2

ε

V

ă n ùñ
1

n
ă

1

N
ď

ε

2
ùñ

2

n
ă

2

N
ď ε

ùñ |xn ´ yn| ď
2

n
ă ε

Por lo tanto, las sucesiones x, y son equivalentes (es decir, x »c y) ˝.
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TEOREMA 39. »c es una relación de equivalencia en el conjunto de las sucesiones racionales
de Cauchy.

Demostración: Como ya es acostumbrado, debemos demostrar que la relación es refleja, simétrica
y transitiva:
39A. x »c x . Dado ε ą 0, es evidente que x “ x, lo que implica que x ´ x “ 0. Dicho en lenguaje

de sucesiones, p@n P Nqp|xn ´ xn| “ 0 ă εq, lo que demuestra lo pedido.
39B. x »c y ùñ y »c x . Dado ε ą 0, de la hipótesis se sigue que existe N tal que n ą N ùñ

|xn ´ yn| ă ε. Como |xn ´ yn| “ |yn ´ xn| (por Ejercicio 13D), entonces existe N tal que
n ą N ùñ |yn ´ xn| ă ε. Luego, se obtiene que y »c x.

39C. x »c y ^ y »c z ùñ x »c z . Dado ε ą 0, de la hipótesis se sigue que existe N1 tal que

n ą N1 ùñ |xn ´ yn| ă
ε

2
, mientras que existe N2 tal que n ą N2 ùñ |yn ´ zn| ă

ε

2
. Haciendo

N “ máxtN1, N2u, se obtiene para n ą N :
|xn ´ zn| “ |xn´yn ` yn ´ zn| ď |xn ´ yn| ` |yn ´ zn| ă

ε

2
`

ε

2
“ ε ùñ x »c z

Finalmente, se concluye que »c es una relación de equivalencia ˝.

DEFINICIÓN 46: Si x, y son sucesiones racionales de Cauchy, se define la relación ăc como:

x ăc y ðñ pDδ P Q, δ ą 0qpDN P Nq : p@n P Nqpn ą N ùñ yn ą xn ` δq

TEOREMA 40. Si x, y son sucesiones racionales de Cauchy, entonces x ăc y _ x »c y _y ăc x.

Demostración: Primero, demostraremos que si x »c y, entonces „ px ăc yq ^ „ py ăc xq. La ne-
gación de la Definición 46 queda como sigue:

„ px ăc yq ðñ p@δ P Q, δ ą 0qp@N P NqpDn P Nq

´

n ą N ùñ yn ď xn ` δ
¯

A partir de x »c y, por Definición 45, dado ε ą 0, existe N P N tal que n ą N ùñ |xn´yn| ă ε.
Desarrollando la última desigualdad, se obtiene:
|xn ´ yn| ă ε ðñ ´ε ă xn ´ yn ă ε ðñ yn ´ ε ă xn ^ xn ă yn ` ε ðñ yn ă xn ` ε ^ xn ă yn ` ε

ðñ yn ď xn ` ε ^ xn ď yn ` ε

Ası́, hemos demostrado que x »c y ùñ„ px ăc yq ^ „ py ăc xq .
Ahora, suponemos que „ px »c yq. Esto implica que px ăc y _ y ăc xq. Veremos que no

pueden ser ambas verdaderas al mismo tiempo.
Como supusimos que „ px »c yq, por negación de la Definición 45 se sigue que:

„ px »c yq ðñ pDε ą 0q : p@N P NqpDn P Nqpn ą N ùñ |xn ´ yn| ě 2 ¨ εq

Por Definición 44, como x, y son sucesiones racionales de Cauchy, se sigue que:
p@ε ą 0qpDN1, N2 P Nq : p@m,n P Nq

´

m,n ą N1 ^ m,n ą N2 ùñ |xn ´ xm| ă
ε

2
^ |yn ´ ym| ă

ε

2

¯

Hacemos N “ máxtN1, N2u y hacemos p ą N tal que |xp ´ yp| ě 2 ¨ ε. Sin perder generalidad,
podemos suponer que yp ă xp (esto quiere decir que el otro caso es análogo). Ası́, se sigue que

xp ě yp ` 2 ¨ ε. Además, para n ą p se cumple |xp ´ xn| ă
ε

2
y |yp ´ yn| ă

ε

2
.

A partir de xp ě yp ` 2 ¨ ε, de xp ´
ε

2
ă xn y de yp ą yn ´

ε

2
, se obtiene:

xn ą xp ´
ε

2
ě pyp ` 2εq ´

ε

2
“ yp `

3ε

2
ą pynq ´

ε

2
`

3ε

2
“ yn ` ε ùñ xn ą yn ` ε

Ası́, por Definición 46, se concluye que y ăc x . Si reordenamos la expresión obtenida,
vemos que para todo ε ą 0 se cumple yn ă xn ´ ε ă xn ` ε, por lo que se cumple la negación de la
Definición 46 y se cumple „ px ăc yq .

Si ahora se supone que xp ă yp , se obtendrá que x ăc y y „ py ăc xq ˝.
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TEOREMA 41A. Si x, y son sucesiones racionales de Cauchy, entonces x ăc y ùñ „ py ăc xq.

Demostración: Como x ăc y, es inmediato que „ px »c yq ^ „ py ăc xq, lo que demuestra lo
pedido ˝.

TEOREMA 41B. Para x, y, z sucesiones racionales de Cauchy, x ăc y ^ y ăc z ùñ x ăc z.

Demostración: Por hipótesis, existen δ1 ą 0 y N1 P N tales que n ą N1 ùñ yn ą xn`δ1 y, asimismo,
existen δ2 ą 0 y N2 P N tales que n ą N2 ùñ zn ą yn ` δ2.

Haciendo N “ máxtN1, N2u, se obtiene para n ą N :
zn ą yn ` δ2 ą pxn ` δ1q ` δ2 “ xn ` pδ1 ` δ2q ùñ x ăc z ˝ .

TEOREMA 42A. Si x, y, u, v sucesiones racionales de Cauchy tales que x »c u ^ y »c v ^ x ăc y,
entonces u ăc v.

Demostración: De las hipótesis se obtiene que:
x »c u ðñ p@ε1 ą 0qpDN1 P Nq : p@n P Nqpn ą N1 ùñ |xn ´ un| ă ε1q

y »c v ðñ p@ε2 ą 0qpDN2 P Nq : p@n P Nqpn ą N2 ùñ |yn ´ vn| ă ε2q

x ăc y ðñ pDδ P Q, δ ą 0qpDN3 P Nq : p@n P Nqpn ą N3 ùñ yn ą xn ` δq

Entonces, si hacemos N “ máxtN1, N2, N3u, se obtiene para n ą N :
vn ą yn ` ε2ą pxn ` δq ` ε2ą pun ` ε1q ` δ ` ε2 ðñ vn ą un ` pδ ` ε1 ` ε2q ðñ u ăc v ˝ .

TEOREMA 42B. Si x, y, u, v sucesiones racionales de Cauchy tales que x »c u ^ y »c v,
entonces x ` y »c u ` v.

Demostración: De las hipótesis se obtiene que:

x »c u ðñ p@ε ą 0qpDN1 P Nq : p@n P Nq

´

n ą N1 ùñ |xn ´ un| ă
ε

2

¯

y »c v ðñ p@ε ą 0qpDN2 P Nq : p@n P Nq

´

n ą N2 ùñ |yn ´ vn| ă
ε

2

¯

Entonces, si hacemos N “ máxtN1, N2u, se obtiene para n ą N :

|pxn ` ynq ´ pun ` vnq| “ |pxn ´ unq ` pyn ´ vnq| ď |xn ´ un| ` |yn ´ vn| ă
ε

2
`

ε

2
“ ε

Por lo tanto, las sucesiones x ` y, u ` v son equivalentes (es decir, x ` y »c u ` vq ˝.

TEOREMA 42C. Si x, y, u, v sucesiones racionales de Cauchy tales que x »c u ^ y »c v,
entonces x ¨ y »c u ¨ v.

Demostración: Dado ε ą 0, por Teorema 37, existen δx, δy, δu, δv tales que p@n P Nqp|xn| ă δx ^

|yn| ă δy ^ |un| ă δu ^ |vn| ă δvq. Desde aquı́, consideramos δ “ máxtδx, δy, δu, δvu.
Ahora, de las hipótesis se obtiene que:

x »c u ðñ p@ε ą 0qpDN1 P Nq : p@n P Nq

´

n ą N1 ùñ |xn ´ un| ă
ε

2δ

¯

y »c v ðñ p@ε ą 0qpDN2 P Nq : p@n P Nq

´

n ą N2 ùñ |yn ´ vn| ă
ε

2δ

¯

Entonces, si hacemos N “ máxtN1, N2u, se obtiene para n ą N :
|xn ¨ yn ´ un ¨ vn| “ |xn ¨ yn´xn ¨ vn ` xn ¨ vn ´ un ¨ vn| “ |xn ¨ pyn ´ vnq ` vn ¨ pxn ´ unq|

ď |xn ¨ pyn ´ vnq| ` |vn ¨ pxn ´ unq| ă δ ¨
ε

2δ
` δ ¨

ε

2δ
“ ε

Por lo tanto, las sucesiones x ¨ y, u ¨ v son equivalentes (es decir, x ¨ y »c u ¨ vq ˝.
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13.4. Números Reales R sin completitud (Teoremas 43´46)
Tal como los elementos de Nr corresponden a clases de equivalencia de elementos de Fr y

los elementos de Q corresponden a clases de equivalencia de elementos de Sb, ahora se definirán
los números reales R como clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy.

Dado que los Teoremas contenidos aquı́ son abiertamente similares a los que ya se han de-
mostrado, solamente se enuncian los Teoremas, buscando que los demuestren de forma autónoma.

DEFINICIÓN 47: Si p es una sucesión racional de Cauchy (digamos p P Sc), entonces la clase
de equivalencia de p bajo »c es: rpsc “ t q P Sc | q »c pu

DEFINICIÓN 48: R “ t x | pDp P Scq : px “ rpscqu

TEOREMA 43. R es una partición disjunta del conjunto Sc. En otras palabras, R “ Sc{ »c .

DEFINICIÓN 49: (Orden en R). Si x, y P R, entonces: x ăr y ðñ p P rpsc ^ q P rqsc ^ p ăc q

DEFINICIÓN 50 y 51: (Suma en R). Si x, y, z P R, entonces:
x `r y “ z ðñ p P rpsc ^ q P rqsc ^ s P rssc ^ p `c q »c s

Haciendo x “ rpsc, y “ rqsc, z “ rssc, como s »c p ` q, se obtiene rpsc ` rqsc “ rp ` qsc .

TEOREMA 44. La operación `r está bien definida.
DEFINICIÓN 52 y 53: (Producto en R). Si x, y, z P R, entonces:

x ‚r y “ z ðñ p P rpsc ^ q P rqsc ^ s P rssc ^ p ‚c q »c s

Haciendo x “ rpsc, y “ rqsc, z “ rssc, como s »c p ¨ q, se obtiene rpsc ¨ rqsc “ rp ¨ qsc .
TEOREMA 45. La operación ‚r está bien definida.
DEFINICIÓN 54 y 55: Neutros en pR,`r, ‚rq. 0r “ rx0, 0, . . . , 0, . . .ysc , 1r “ rx1, 1, . . . , 1, . . .ysc

TEOREMA 46. Para pR,`r, ‚r,ărq, se cumplen las siguientes afirmaciones con x, y, z P R:
46A. x ` y “ y ` x

46B. x ¨ y “ y ¨ x

46C. px ` yq ` z “ x ` py ` zq

46D. px ¨ yq ¨ z “ x ¨ py ¨ zq

46E. x ¨ py ` zq “ x ¨ y ` x ¨ z

46F. x ` 0r “ x

46G. x ¨ 1r “ x

46H. p@xqpDyq : px ` y “ 0q

46I. Si 0r ‰ y, entonces pDz P Rq : px “ y ¨ zq

46J. x ăr y ùñ „ py ăr xq

46K. x ăr y ^ y ăr z ùñ x ăr z

46L. x ‰ y ùñ x ăr y _ y ăr x

46M. x ăr y ùñ x ` z ăr y ` z

46N. x ăr y ^ 0 ăr z ùñ x ¨ z ăr y ¨ z

46Ñ. 0r ‰ 1r

13.5. Ejercicios Propuestos
13A. Si x P Q, demostrar que ´|x| ď x ď |x|.
13B. Si x, y P Q tales que y ě 0, demostrar que |x| ă y ðñ ´y ă x ă y.
13C. Usando la Definición 37, demostrar que para x, y racionales positivos se cumple:

a. tx ` yu ď txu ` tyu

b. tx ¨ yu ď txu ¨ tyu

c. rx ` ys ď rxs ` rys

d. rx ¨ ys ď rxs ¨ rys

13D. Dados x, y P Q, demostrar que |x ´ y| “ |y ´ x|.
13E. Dada la sucesión x definida por x0 “ 0 ^ xn “

n2 ´ 1

n2
. Demostrar que x es sucesión

racional de Cauchy.
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