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Transicion entre Q y R (Teo. 33—42)

EDGARD ALEJANDRO ARAYA CARRENO — edgard.araya@usach.cl

13.1. Valor Absoluto y Parte Entera en Q (Teorema 33)

A partir de este punto, hablaremos del conjunto de los Racionales como (Q, mientras
que z,y, 2z, w € Q representaran numeros racionales en el sentido habitual.

DEFINICION 35: Si = € Q, se define |z| como: |z| = z siz > 0, |z] = —z siz <0
TEOREMA 33. Si z, y € Q, entonces se cumple:

33A. |2/ =20y |z =0 < 2 =0 33C. |z+y| <|z|+ |y 33E. z|y| < |zy]
33B. [z|-[y| = |z -y 33D. [z] —|y| < |z -y

Demostracion: 33A. Si x > 0, como |z| = z, se sigue que |z| > 0, de donde |z| > 0

Siz <0, como |z| = —=z, por Ejercicio 12G se sigue que |z| > 0, de donde |z| = 0

Siz =0, como |z| = z, entonces |z| = 0, de donde |z| > 0

Las tres afirmaciones anteriores demuestran que (Vz € Q)(|z| = 0).

La tercera afirmacion demuestra que x = 0 = |z| = 0. Para demostrar que |z| = 0 = = = 0,
suponemos por Contradiccion que |z| = 0y = # 0. Asi, debe ocurrir que = > 0 0 z < 0. Seguln lo
demostrado mas arriba, de = > 0 se obtiene |z| > 0, mientras que de = < 0 se obtiene |z| > 0. En
ambos casos, se contradice que |x| = 0, por lo que se concluye que z = 0 o.

33B.Siz>0Ay=0,entonces zy = 0. Asi, |z| - ly| =z -y = |z -y

Siz <0 Ay =0, por Ejercicio 12K se obtiene = - y < 0. Asi, |z| - [y| = (—x)y ¥ |zy| = —(zy).
Por Ejercicio 12M, se obtiene |z| - |y| = |z - y|-

Siz <0 Ay <0, por Ejercicio 12L se obtiene = - y > 0. Asi, |z| - |y| = (—z) - (—y) ¥ |zy| = zy.
Por Ejercicio 12N, se obtiene |z| - |y| = |zy| o.

33C.Siz >0 Ay = 0,entonces z +y > 0, de donde |z + y| = =z + y. Ademas, |z| + |y| = =z + y.
Luego, |z + y| = |z| + |y|, lo que implica |z + y| < |z| + |y

Siz <0Ay <0,entonces z+y < 0. Luego, |z +y| = —(z+y). Ademas, |z| + |y| = (—z) + (—y).
Por Ejercicio 12N, se obtiene |x + y| = || + |y|, lo que implica |z + y| < |z| + |y| =.

33D. Considerar que z —y = = + (—y). Por Ejercicio 13B, se obtiene —|y| <y < |y|y —|z — y| <
r —y < |z —y|. Luego, aplicando varias veces el Ejercicio 12P, se obtiene que —|z —y| — |y| <
(x —y) +y <|z—y|+ |yl Es decir, —(|x — y| + |y|) < = < |z —y| + |y|. Por Ejercicio 13B, se sigue
que |z| < |z — y| + |y|. Luego, por Teorema 32M se concluye que |z| — |y| < |x — y| o.

33E.Siz>0Ay=>0,entonceszy > 0.Asi,z- |yl =z -y=|z-y[,dedonde x - |y| =z -y < |z -y
Siz <0y =0, por Ejercicio 12K se obtiene z-y < 0. Asi, z- |y| = zy <0y |zy| = —(xy) = 0.
Asi, se obtiene z - |y| < |z - y|.
Siz <0 Ay <0, por Ejercicio 12L se obtiene z -y > 0. Asi, z - |[y| = = - (—y) = —(ay) <0y
lzy| = xy > 0. Asi, se obtiene x - |y| < |xy|, de donde z - |y| < |zy| o.
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DEFINICION 37: Si = € Q, se define:

= Parte entera clasica o funcion suelo: || como el mayor entero menor o igual a z; es decir,
dados e QyneN:| |z]=n| <= n<z A (YmeN)m<z A m<n)

K IR 13-

= Sucesor de Parte entera o Funcion Techo: [z| como el menor entero mayor o igual a z; es
decir,dados e QyneN:| [z]=n | <= x<n A (VYmeN)(z<m A n<m)

19 R E

13.2. Sucesiones en Q (Teoremas 35y 36)

DEFINICIONES 38, 39,40 y 41:

x es sucesion sobre el conjunto Bsiz: N — B
= Dado n, diremos que z,, es el n-ésimo término de x, con z,, = x(n).

= Una notacién no tan usual es = = (x1,zs,...,x,,...); €S decir, que x es un conjunto ordenado
cuyos elementos son z(1),z(2),...,z(n),... Notar que este conjunto es equipotente con N (es
decir, no es finito).

» Asi, una sucesion x de numeros racionales tendra recorrido B = Q. Esto quiere decir que
(Vn € N)(z,, € Q); es decir, cada término de una sucesion es un nimero racional.

» Por Ultimo, mencionar que dos sucesiones son iguales si sus términos correspondientes son
iguales (en el mismo orden); es decir, r = y < (Vn e N)(x, = y,)

DEFINICION 42: (SUMA DE SUCESIONES) Si =,y son sucesiones racionales, entonces : sera
la sucesion sumade z e y;esdecir:| z+y =2 < (VneN)(z, +y, = z,)

DEFINICION 43: (PRODUCTO DE SUCESIONES) Si =,y son sucesiones racionales, entonces
z sera la sucesion producto de = e y; es decir:| z -y =2 < (VneN)(z, -y, = 2,,)

TEOREMA 35. La suma de sucesiones es conmutativa, asociativa y cancelativa.

Demostracion: Como la suma de numeros racionales es conmutativa y asociativa (Teorema 33,
entonces (Vne N)(z, + Yn =Yn + ) Y (VR eN) (2 + (Yo + 20) = (Tn + Yn) + 20 A,z +y =y + 2y
r+(y+2)=(r+y) + =z

La propiedad cancelativa indicaque x + z = y + z < x = y. Partiendode z + z = y + z,
por Definicion 42 esto equivale a (Vn € N)(x,, + z, = y, + z,). Por Ejercicio 12R esto equivale a
(Vn € N)(x, = y,) Y, por Definicion 38, esto equivale a z = y o.

TEOREMA 36. El producto de sucesiones es conmutativo, asociativo y cancelativo.

Demostracion: Como el producto de nimeros racionales es conmutativo y asociativo (Teorema 33,
entonces (VYn € N)(z,, - yn = Y - xn) Y (Vn € N) () - (Yn - 20) = (T - Yn) - 2n- ASl, z -y =y -y
z-(y-z)=(z-y) 2

La propiedad cancelativa indicaque = -z = y -z <= x = y. Partiendode z -z = y - z,
por Definicion 43 esto equivale a (Vn € N)(z, - 2z, = yn - 2,). Por Ejercicio 12S esto equivale a
(Vn € N)(z,, = y,) Y, por Definicidn 38, esto equivale a x = y o.
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13.3. Sucesiones de Cauchy en Q (Teoremas 37—42)

DEFINICION 44: z es Sucesion Racional de Cauchy si y solo si = es sucesion de numeros
racionales y:

(Ve>0)ANeN): (VmneN)(m>N An>N = |z, —x,| <¢)

: . . 1
Por ejemplo, la sucesién definida por zo = 1 A z, = — es de Cauchy. Para ello, dado ¢ > 0,

n
primero debemos encontrar N = N(¢) (es decir, N depende de ¢) de tal forma que se cumpla lo
pedido en la Definicion 44. Haciendo el borrador, vemos que:

11 m—n |m — nl
T — x| <e = |- — —|<e <= <ge=> ——<¢
nom m-n m-n
im—n| m-n m-1 1 1 e<fa] [ 1 1
m>n |= = < =| — <<= -—<n | |-|[<—-<n
m-n m-n  m-n n £ £ £
m—n| n-m n-1 1 1 e<fa] [ 1 1
n>m|= = < =| —<ee=s-—<m|=|-|<-<m
m-n m-n  n-m m £ £ £
m—n 0
n=m|=— | | _ = 0 < ¢ (vale para todo m,n € N)

m-n m-n

1 1
:o<<1:»H— —N@| [l=e<i]l—1<loi< [
I3

9 £

[

[

g 1 ] .
Demostracion: Dado ¢ > 0, hacemos N(¢) = {J Asi, para m,n > N se tiene:
1 1 1
:>O<—<N—1<m1n{mn}:>max{ }<—:1<g
n’'m N

11
= |z, — Tp)| <méx{—,—} <e
n’'m

1 1 , (11 1
0<e<l|=1<-<N=|-|<min{mn} = mix{—, —t < —<e¢
£ € n m N
) {1 1}
= |, — Tp| <méx{ —, —F <¢

Por lo tanto, la sucesion dada es de Cauchy o.

TEOREMA 37. Si = es sucesion racional de Cauchy, entonces existe 6 €« Q A ¢ > 0 tal que
(Vn e N)(|z,| < 9).
Demostracion: Como = es sucesion racional de Cauchy, por Definicidon 44 existe N € N tal que
(Vm,neN)(m >N A n>N = |z, —x,| < 1) (esto se logra escogiendo ¢ = 1 > 0).

Sea | § = 1 +max{|z|,....|zn|, |xns1]} | - AQui es inmediato que | (Yn < N + 1)(|z,| < 9)
Ahora, si N +1 < n, entonces |a:n — zn41] < 1 implica (por Teorema 33D) que |z,| — |xy41| < 1. Es
evidente que de alli se sigue que |z,,| < 1 + |zy41]. Como |xy, 1| < § (demostrado dos lineas antes),

se concluye que (Vn > N + 1)(|x,| < 9).
Por lo tanto, el § definido es tal que (Vn € N)(|z,| <) o
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TEOREMA 38A. Si z,y son sucesiones racionales de Cauchy, entonces = + y es sucesion
racional de Cauchy.

Demostracion: Dado > 0, como z,y son sucesiones racionales de Cauchy, por Definicion 44
existen N, (g), Ny(¢) tales que:

(> 30) (Ko =l < ) (> Na) (f = ] < )

Luego, haciendo N = max{N;, N}, para m,n > N se tiene:
g

2:€

£

Por lo tanto, la sucesion = + y es de Cauchy o.

TEOREMA 38B. Si z,y son sucesiones racionales de Cauchy, entonces z - y es sucesion ra-
cional de Cauchy.

Demostracion: Dado ¢ > 0, por Teorema 37, existen 0, y 0, tales que (Vn € N)(|z,| < 01 A |yn| < 2).
Desde aqui, consideramos § = m&x{dy, ds}.

Como z,y son sucesiones racionales de Cauchy, por Definicion 44 existen N;(e), Ny(¢) tales
que:

(Vm,n > Np) <|$n — Ty < %) A (Vm,n > Ny) <|y” ~Ym| < %)

Luego, haciendo N = max{Ny, N»}, para m,n > N se tiene:
(@ Yn) — (T - ym)‘ = |Tn Y= Ym + To Y — T Y| = 1T (Yn — Ym) + Ym - (T — T

< |17n : (yn - ym)| + |ym (Tn — xm)| = |J7n| : |yn - ym| + |ym‘ : |xn - xm’

Por lo tanto, la sucesion x + y es de Cauchy o.
DEFINICION 45: Si =, y son sucesiones racionales de Cauchy, se define la relacion ~. como:

«— | (Ve>0)ANeN): (VneN)(n>N = |z, —y,| <¢)

Notar que dos sucesiones no tienen que ser iguales para ser equivalentes. Por ejemplo, las
2 2
n+1 n°—1 .
e yo = 0,y, = —— son distintas para todo n € N pero son
n

sucesiones ro = 1,x, =
equivalentes:

n2
2

=S <
n?

=5 S

‘In - UIL‘ -

2 2
2 n

n?+1 ’nzl‘

n? n
. 2 ] :
Demostracion: Dado ¢ > 0, hacemos N (¢) = [—} Asi, paran > N se tiene:
£

:>O<1<1<ﬁ:>0<2<N—2<n:>l<i—l<E
€ 2 € ) N 2 2

n

Por lo tanto, las sucesiones x,y son equivalentes (es decir, x ~. y) o.
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TEOREMA 39. ~, es una relacion de equivalencia en el conjunto de las sucesiones racionales
de Cauchy.

Demostracion: Como ya es acostumbrado, debemos demostrar que la relacion es refleja, simétrica

y transitiva:

39A. . Dado ¢ > 0, es evidente que = = z, lo que implica que x — = = 0. Dicho en lenguaje
de sucesiones, (Vn € N)(|z,, — z,| = 0 < ), lo que demuestra lo pedido.

39B. [T~y = y=cz]. Dado ¢ > 0, de la hipotesis se sigue que existe N talquen > N —

|z, — yn| < e. COomo |z, — yu| = |y, — z,| (por Ejercicio 13D), entonces existe N tal que
n>N = |y, — z,| < e. Luego, se obtiene que y ~, x.

39C. [v >~y Ay~ 2 = w~.z].Dadoe > 0, de la hipotesis se sigue que existe N; tal que

n>N = |z, —y,| < g mientras que existe N, tal que n > Ny = |y, — 2,| < g Haciendo
N = max{Ny, N,}, se obtiene paran > N:

9 €
T = 2] = [Tn—Yn + Yn — 20| < |Tn — Yl + |yn — 20| < §+§:€ -

Finalmente, se concluye que ~, es una relacion de equivalencia o.
DEFINICION 46: Si =, y son sucesiones racionales de Cauchy, se define la relacion <. como:
< | (3eQ,>03ANeN): (VneN)(n>N =y, >z, + )

TEOREMA 40. Si =, y son sucesiones racionales de Cauchy, entonces r <.y v x ~.y vy <. .

Demostracion: Primero, demostraremos que si = ~. y, entonces ~ (x <.y) A ~ (y <. ). La ne-
gacion de la Definicion 46 queda como sigue:
~(r<oy) | = (V6eQ,5>0)(YNeN)(IneN) (n>N — [y <a,t0 \)

A partir de = ~,. y, por Definicion 45, dado ¢ > 0, existe N e Ntalquen > N = |z,—vy,| <e.
Desarrollando la ultima desigualdad, se obtiene:
Ty —yp| <6 = —e<z,—Yp <€ <= Yp—<Tp AN Tp<Ypn+€e <Yy <Tp+e A Tp<Yp+e€

<:>‘ yr7,<.’1’n+5‘/\’$n<yn+€‘

Asi, hemos demostradoque | z ~. y =~ (x <. y) A ~ (y <. x) |.
Ahora, suponemos que ~ (z ~,. y). Esto implica que (z <. y v y <. z). Veremos que no
pueden ser ambas verdaderas al mismo tiempo.
Como supusimos que ~ (x ~, y), por negacion de la Definicion 45 se sigue que:
~(r~vy) | = Fe>0):(VNeN)(FTneN)(n>N = |z, —y,| =2 ¢)
Por Definicidn 44, como z, y son sucesiones racionales de Cauchy, se sigue que:
(Ve > 0)(INy, Ny € N) : (Vm,n € N) <m,n >Ny Amyn >Ny = |1, — | < % A Yn — Ym| < %)
Hacemos N = max{N;, N>} y hacemos p > N tal que |z, — y,| = 2 - . Sin perder generalidad,
podemos suponer que (esto quiere decir que el otro caso es analogo). Asi, se sigue que

, g £
r, =y, + 2 -c. Ademas, para n > p se cumple |z, — z,| < 3 Y|y — ynl < 5

. g € .
A partirde z, >y, +2-¢,de z, — 5 < n ydey, > vy, — > se obtiene:

€ € 3e e 3
Tn >y = 52 (yp+25)—§=yp+?> (;y,,,)—§+?=yn+5 = | &y > Yo +¢ |
Asi, por Definicion 46, se concluye que . Si reordenamos la expresién obtenida,
vemos que para todo € > 0 se cumple vy, < =, — ¢ < x,, + €, por lo que se cumple la negacion de la

Definicion 46 y se cumple | ~ (z <. y) |.
Si ahora se supone que ,seobtendraquer <. yy ~ (y <. ) o.
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TEOREMA 41A. Si z, y son sucesiones racionales de Cauchy, entonces = <.y — ~ (y <. ).

Demostracion: Como z <. y, es inmediato que ~ (z ~. y) A ~ (y <. x), lo que demuestra lo
pedido o.

TEOREMA 41B. Para z, y, z sucesiones racionales de Cauchy, z <.y A y <.z = = <. z.

Demostracion: Por hipotesis, existen 6, > 0y N, € Ntalesque n > N; = y,, > z,,+0; Y, asimismo,
existen 0, > 0y N, e Ntalesque n > Ny = z, >y, + 0s.
Haciendo N = max{Ny, N,}, se obtiene paran > N:

Zn > Yp + 00 > (T +01) + 02 =, + (01 + §2) = o.

TEOREMA 42A. Si z, y, u, v sucesiones racionales de Cauchy talesque v ~. u A y ~. v A © <. y,
entonces u <. v.

Demostracion: De las hipétesis se obtiene que:
«— (Ve1 >0) (AN eN): (VneN)(n > Ny = |1, — u,| < &)
= (Veu > 0)3N2eN): (VneN)(n > Ny = |y, — v,| < &2)
— (30e€Q,6>0)(AN;eN): (VneN)(n> N3 = y,, >z, +0)
Entonces, si hacemos N = méx{ Ny, N, N3}, se obtiene paran > N:
Up > Yp + 62> (2, +0) + 9> (up +61) + 0+ <= v, >u, + (0+61+63) o.

TEOREMA 42B. Si z,y,u,v sucesiones racionales de Cauchy tales que » ~. u A y ~. v,
entonces = + y ~. u + v.

Demostracion: De las hipotesis se obtiene que:

£
= (V5>O)(EIN16N):(VneN)<n>N1 =>|xn—un|<§>

«— (Ve >0)(3N2eN): (VneN) <n>N2 = |y, — Uy| < %)
Entonces, si hacemos N = max{N,, N,}, se obtiene paran > N:

e €
|(zn + Yn) — (un +0n)| = (20 — upn) + (Yn — Vn)| < |20 — Un| + |Yn — v <§+§=5

Por lo tanto, las sucesiones z + y, u + v son equivalentes (es decir, z + y ~, u + v) o.

TEOREMA 42C. Si z,y,u,v sucesiones racionales de Cauchy tales que » ~. u A y ~. v,
entonces r -y ~,. u - v.

Demostracion: Dado ¢ > 0, por Teorema 37, existen ¢, d,, d., d, tales que (Vn € N)(|z,| < 4, A
lynl < 0y A |uy| <y A |un| < 0,). Desde aqui, consideramos 6 = max{d, d,, oy, 6, }.
Ahora, de las hipédtesis se obtiene que:
— (o> 0)AN eN): (VneN) (n> Ny = [an — | < o)

20

«— (Ve >0)(3N: €N) : (Vne N) <n>N2 :>|yn—vn|<i)

Entonces, si hacemos N = méax{ Ny, N»}, se obtiene paran > N:

| Y — U - Un| = [T Yn—T - U+ Ty Uy — Uy - U] = [T - (Y — V) + Up - (@, — Uy
13 19
< |$n'(yn_vn)’+‘vn'($n_un)‘ <5'%+5'%:€

Por lo tanto, las sucesiones = - y, u - v son equivalentes (es decir, x - y ~, u - v) o.
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13.4. Numeros Reales R sin completitud (Teoremas 43—-46)

Tal como los elementos de Nr corresponden a clases de equivalencia de elementos de Fr y
los elementos de Q corresponden a clases de equivalencia de elementos de Sb, ahora se definiran
los numeros reales R como clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy.

Dado que los Teoremas contenidos aqui son abiertamente similares a los que ya se han de-
mostrado, solamente se enuncian los Teoremas, buscando que los demuestren de forma autonoma.

DEFINICION 47: Si p es una sucesion racional de Cauchy (digamos p € Sc), entonces la clase
de equivalencia de p bajo ~. es:| [p]. = { ¢ Sc | ¢ ~. p}

DEFINICION 48: | R = { = | (3p e Sc) : (z = [p].)}
TEOREMA 43. R es una particion disjunta del conjunto Sc. En otras palabras, | R = Sc/ ~,

DEFINICION 49: (Orden en R). Si 7,y € R, entonces: | v <,y «— pe[pl. » g€ lql. A p <eq

DEFINICION 50 y 51: (Suma en R). Si z, y, 2z € R, entonces:

T+ry=2 < peple A qelgle A ses]c A pteg=cs
Haciendo = = [p].,y = [¢]¢, 2 = [s]., cOMO s ~. p + ¢, Se obtiene\ [ple + [qle = [p + qlc

TEOREMA 44. La operacion +, esta bien definida.

DEFINICION 52 y 53: (Producto en R). Si z, y, 2 € R, entonces:

re,y=2 < pelple A qgelqle A sE[s]lc A pog=cs
Haciendo = = [p].,y = [¢]c, 2 = [s]., coOmO s ~. p - q, Se obtiene| [p]. - [¢]. = [p - q].

TEOREMA 45. La operacion e, esta bien definida.

DEFINICION 54 y 55: Neutros en (R, +,,e,).| 0, = [(0,0,...,0,...)]. , 1, = [(1,1,...,1,..)],

TEOREMA 46. Para (R, +,, e,, <,), se cumplen las siguientes afirmaciones con z,y, z € R:

46A. z +y=y+z 46l. Si0, # y, entonces (3zeR) : (x =y 2)
46B. r - y=y-x 46J. r <,y = ~ (y <, 1)
46C. (v +y)+z=a+(y +2) 46K. 2 <, y A Yy <, 2 = =<, 2

46D. (z-y)-z=2z-(y-2)

46L.
46E-$'(y+2)=x~y+x~z 6 TFY = <,y VY<,=o

46F. 2+ 0, — = 46M. 2 <,y =— z+z2<,y+z
46G. v -1, =z 46N. 2 <, y A 0<, 2 = x-2<, 9y 2
46H. (V2)(3y) : (z+y=0) 46N. 0, + 1,

13.5. Ejercicios Propuestos

13A. Siz € Q, demostrar que —|z| < = < ||

13B. Siz,y € Q tales que y > 0, demostrar que |z| <y < —y <z <y.

13C. Usando la Definicion 37, demostrar que para z, y racionales positivos se cumple:
a. [z +y| <l[z]+ |yl C. [z+y]<[z]+[y]
b. |z-y| <l[z]-|y] d. [z-y] <[z]-[y]

13D. Dados z,y € Q, demostrar que |z — y| = |y — z|.

13E. Dada la sucesion z definida por zp = 0 A =z, = n
racional de Cauchy.

2

—. Demostrar que = es sucesion
n
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