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Homomorfismo de Grupos
Martes 19 de Enero de 2021

11.1. Definiciones

Sean pG1, ˚q y pG2,#q grupos y f : G1 ÝÑ G2 función. Se dice que f es homomorfismo de
grupos si y sólo si:

@x, y P G1 p fpx ˚ yq “ fpxq#fpyq q

Observaciones:

• fpe1q “ e2 , pues: fpe1q “ fpe1 ˚ e1q “ fpe1q#fpe1q ùñ e2 “ fpe1q

• fpxq´1
“ fpx´1

q , pues: fpx´1
q#fpxq “ fpx´1

˚ xq “ fpe1q “ e2 ùñ fpxq´1
“ fpx´1

q

Sea f : G1 ÝÑ G2 un homomorfismo. Se definen los conjuntos:

• Núcleo o Kernel de f : Kerpfq “ tx P G1 : fpxq “ e2u (preimágenes del neutro de G2)

• Imagen o Recorrido de f : Impfq “ ty P G2 : Dx P G1p y “ fpxq qu

Teorema: f es inyectiva ðñ Kerpfq “ te1u
Demostración: pùñq Suponer que f es inyectiva. Veamos qué elementos de G1 están en
Kerpfq:

x P Kerpfq ùñ fpxq “ e2

pfpe1q “ e2q ùñ fpxq “ fpe1q

pf inyectivaq ùñ x “ e1 6 , Kerpfq “ te1u

pðùq Suponer que Kerpfq “ te1u:

fpxq “ fpyq ùñ fpxq#fpyq´1
“ fpyq#fpyq´1

ùñ fpxq#fpy´1
q “ e2

ùñ fpx ˚ y´1
q “ e2

ùñ x ˚ y´1
“ e1

ùñ x ˚ py´1
˚ yq “ e1 ˚ y

ùñ x “ y 6 , f es inyectiva
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11.2. Ejercicios propuestos

1. Sea f : R2
ÝÑ R2 tal que fpx, yq “ px` 2y; 3x´ yq. Considerar la suma de vectores en R2:

a. Demostrar que f es homomorfismo.

b. Determinar Kerpfq.

2. Sea f : R3
ÝÑ R2 tal que fpx, y, zq “ px´ y; zq. Considerar la suma de vectores en R3:

a. Demostrar que f es homomorfismo.

b. Determinar Kerpfq.

3. Considerar que M2pRq es el conjunto de todas las matrices de 2ˆ2 con coeficientes reales:

M2pRq “
"

A “

„

a b
c d



, a, b, c, d P R
*

Sea f : M2pRq ÝÑ R4 tal que f

ˆ„

a b
c d

˙

“ pa´ b, b´ a, c´ b, d´ aq. Considerar la suma de

matrices en M2pRq:

a. Demostrar que f es homomorfismo.

b. Determinar Kerpfq.

4. Sea f : M2pRq ÝÑM2pRq tal que f

ˆ„

a b
c d

˙

“

„

a´ b b
c´ b d´ a



a. Demostrar que f es homomorfismo.

b. Demostrar que f es inyectiva.

5. Sea f : M2pRq ÝÑ R tal que f

ˆ„

a b
c d

˙

“ a` d. Considerar la suma usual en R:

a. Demostrar que f es homomorfismo.

b. Demostrar que f NO es inyectiva.

6. Considerar que R2rxs es el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual a 2:

R2rxs “ tppxq P Rrxs : ppxq “ ao ` a1x` a2x
2, a0, a1, a2 P Ru

Sea f : R3
ÝÑ R2rxs tal que fpa, b, cq “ a` bx` cx2. Considerar la suma de polinomios:

a. Demostrar que f es homomorfismo.

b. Demostrar que f es inyectiva.

7. Dado n P Z, sea Gn : R´ t0u ÝÑ R´ t0u tal que Gnpxq “ x2n.
Considerar el producto usual de R´ t0u:

a. Demostrar que Gn es homomorfismo.

b. Determinar KerpGnq e ImpGnq.
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11.3. Algunas soluciones

1a. f ppx, yq ` pz, wqq “ fpx` z, y ` wq “ ppx` zq ` 2py ` wq; 3px` zq ´ py ` wqq

“ px` 2y ` z ` w; 3x´ y ` 3z ´ wq

fpx, yq ` fpz, wq “ px` 2y; 3x´ yq ` pz ` 2w; 3z ´ wq “ ppx` 2yq ` pz ` 2wq; p3x´ yq ` p3z ´ wqq

“ px` 2y ` z ` w; 3x´ y ` 3z ´ wq

1b. pa, bq P Kerpfq ùñ fpa, bq “ p0, 0q

ùñ pa` 2b; 3a´ bq “ p0, 0q

ùñ a` 2b “ 0 ^ 3a´ b “ 0

ùñ a “ ´2b ^ 3a “ b

ùñ a “ ´2p3aq ^ 3a “ b

ùñ a “ ´6aq ^ 3a “ b

ùñ 5a “ 0 ^ 3a “ b

ùñ a “ 0 ^ 3a “ b

ùñ a “ 0 ^ 0 “ b 6 , Kerpfq “ tp0, 0qu

4a.
f

ˆ„

a b
c d



`

„

e f
g h

˙

“ fp

„

a` e b` f
c` g d` h



q “

„

pa` eq ´ pb` fq b` f
pc` gq ´ pb` fq pd` hq ´ pa` eq



“

„

a´ b` e´ f b` f
´b` c´ f ` g ´a` d´ e` h



f

ˆ„

a b
c d

˙

` f

ˆ„

e f
g h

˙

“

„

a´ b b
c´ b d´ a



`

„

e´ f f
g ´ f h´ e



“

„

pa´ bq ` pe´ fq b` f
pc´ bq ` pg ´ fq pd´ aq ` ph´ eq



“

„

a´ b` e´ f b` f
´b` c´ f ` g ´a` d´ e` h



4b.
„

a b
c d



P Kerpfq ùñ f

ˆ„

a b
c d

˙

“

„

0 0
0 0



ùñ

„

a´ b b
c´ b d´ a



“

„

0 0
0 0



ùñ a´ b “ 0 ^ b “ 0 ^ c´ b “ 0 ^ d´ a “ 0

ùñ a “ b “ 0 ^ b “ 0 ^ c “ b “ 0 ^ d “ a

ùñ a “ b “ c “ d “ 0

ùñ Kerpfq “

"„

0 0
0 0

*

6 , f es inyectiva

7a. Gnpxyq “ pxyq
2n
^ GnpxqGnpyq “ x2n

¨ y2n “ pxyq2n

7b. x P KerpGnq ñ x2n
“ 1 “ x0

ñ KerpGnq “ t1u

y P ImpGnq ñ y “ x2n
“ px2

q
n
ą 0 ñ ImpGnq “ R`
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