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1.1. Operaciones en R

Supondremos la existencia de un conjunto R, el cual estard provisto de dos operaciones internas:

+ : RxR—R
(a,b) — +(a,b)=a+b

e : RxR—R
(a,b) — o(a,b) =a-b=ab

La operacién +(a,b) se denomina adiciéon (o suma) entre a y b, mientras que la operacién
o(a,b) se denomina multiplicacion (o producto) entre a y b.

1.2. Axiomas de Cuerpo en R

El conjunto R, con las operaciones antes descritas, cumple las propiedades que se detallan a conti-
nuacion. Estas propiedades son conocidas como Axiomas de Cuerpo y son:

AO0. Va,beR (a+beR) (Clausura o Cerradura de la Adicién)
Al. Va,b,ceR(a+ (b+c¢)=(a+b)+c) (Asociatividad de la Adicién)

A2, JF0reR:VaeR (a+0gr =a) (Elemento Neutro (de la Adicién))
A3. VaeR3I(—a)eR: (a+ (—a) =0r) (Elemento Inverso (de la Adicién))
A4, Va,beR(a+b=0b+a) (Conmutatividad de la Adicién)

MO. Va,beR (a-beR) (Clausura o Cerradura de la Multiplicacién)
M1. Va,b,ceR (a(bc) = (ab)c) (Asociatividad de la Multiplicacién)

M2. 3JlgeR:VaeR (a-1gr =a) (Elemento Identidad (Neutro de e))

M3. VaeR3I(a ') eR: (a(a™?) = 1p) (Elemento Reciproco (Inverso de o))

M4. Va,beR (ab = ba) (Conmutatividad de la Multiplicacién)

| AM. Va,b,ceR (a(b+c) = ab + ac) (Distributividad de e sobre +) |

Debemos observar que cualquier conjunto K provisto de operaciones equivalentes a las definidas al
principio y que cumple las propiedades anteriores, se dird igualmente Cuerpo.
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1.3. Demostraciones de Unicidad

1. El elemento neutro aditivo de R es unico.

OBS: Siempre que queremos demostrar que un objeto matemdtico es Uinico, lo haremos por
Contradiccion; esto es, suponer que es verdadera la negacion de lo que se quiere demostrar
v llegar a algo que contradice lo que estamos suponiendo. Entonces, el procedimiento sera:

1.- Suponer que existen dos objetos matemdticos (distintos, obvio) que cumplen la misma
propiedad.

2.- Demostrar que esos dos objetos son iguales (aunque su disfraz sea diferente, ambos
corresponden al mismo objeto matemdtico).

Demostracién: Primero que todo, antes de demostrar la Unicidad de cualquier objeto matematico,
debemos demostrar siempre su Existencia.
En el caso del elemento neutro aditivo de R, su existencia estd demostrada por el Axioma (A2).
En este caso, supongamos que existe mds de un elemento neutro aditivo de R; en particular,
supongamos que existen dos neutros aditivos (01 y 02, 01 # 02). Dado que ambos existen, se cumple para
ellos el Axioma (A2), por lo que se tiene:

0o Neutro = 07+ (02) =0y

0; Neutro = (01) 4+ 02 = 09 = 01 =01+ (02) = (01) + 02 = 02

S, 00 =02=0 (=<«
La conclusién anterior es una contradiccién (=<=), puesto que partimos suponiendo que 01 # 0s.

Luego, como es falso que existe méds de un neutro aditivo, se puede concluir entonces que el elemento
neutro aditivo de R es unico o.

Una vez que hemos demostrado que un objeto matematico es tinico, podemos darle un nombre.
Por ello, en adelante escribiremos el Neutro Aditivo de R como 0; es decir, Og = 0; = 05 = 0.

2. El elemento neutro multiplicativo de R es unico.
Demostracion: Ejercicio.
3. El inverso aditivo de a € R es unico.

Demostracién: En primer lugar, la Existencia del elemento neutro aditivo de a € R estd demostra-
da por el Axioma (A3).

Ahora bien, demostraremos la Unicidad del elemento inverso aditivo de a € R por Contradiccién
(en forma similar a la demostracién de la Proposicién 1).

En este caso, supongamos que existe mds de un inverso aditivo de a € R; en particular, su-
pongamos que existen dos inversos aditivos ((—a); y (—a)2, (—a)1 # (—a)2). Dado que ambos existen, se
cumple para ellos el Axioma (A3), por lo que se tiene:

i. (—a)1+a=0 it. (—a)2+a=0

>

(—a)1 £ (—a) + 0L (=a); + (a+ (=a)2) £ ((—a)1 +a) + (—a)s £ 0 + (—a)2 £ (—a)s
w, (—a)1 = (—a)2 = (—a) (=<«)
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La conclusién anterior es una contradiccién, puesto que partimos suponiendo que (—a); # (—a)s.
Luego, como es falso que existe mas de un neutro aditivo, se puede concluir entonces que el elemento
inverso aditivo de a € R es unico.

4. El inverso mutiplicativo de a € R — {0} es unico.

Demostracion: Ejercicio.

1.4. Demostraciones de Implicacion

5.S81i a,b,ceR y a+c=b+c, entonces a=>. (Ley Cancelativa)

OBS: De Algebra I sabemos que una implicacién p = q es verdadera siempre y cuando no ocurra
p verdadero y ¢ falso.

B Si p es falso, p = ¢ serd siempre verdadero
(Bertrand Russel (1872—1970): “Si 2+42=5, entonces yo soy el Papa”.)

Por lo tanto, para demostrar que p = ¢ es verdadera, debemos suponer que p es verdadera.
Con ello, nuestra tarea serd demostrar que g es verdadera.

Demostracion: Suponemos verdadero que a + ¢ =0 + c.

Método 1:
a+c=b+c /+(—c)eR
= (a+c)+(—¢)=(b+c)+ (—0) /(A1) Asociatividad
— a+[c+ (=) =b+[c+ (—0)] /(A3) Inverso de ¢
= a+0=0b+0 /(A2) Neutro aditivo
= a=b o.
Método 2:
a=a+0 /(A2) Neutro aditivo
=a+ [c+ (—0)] /(A3) Inverso de ¢
=la+c]+ (—c) /(A1) Asociatividad
=[b+¢c] + (—¢) JHIPOTESIS
=b+[c+ (—0)] /(A1) Asociatividad
=b+0 /(A3) Inverso de ¢
=b /(A2) Neutro aditivo o.

Por lo tanto, es verdadero que | a+c=b+c=a=1> ‘

el Método 2.

OBS: Notar el uso del conectivo légico “entonces” en el Método 1 y el uso de la “igualdad” en

6. Si a,b,ceR y ac=bcAc#0,entonces a=b. (Ley Simplificativa)

Demostracién: Ejercicio.
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1.5. Demostraciones de Existencia

7. Dados a,b € R, existe un tnico c € R tal que ¢+ b = a.

OBS: Para demostrar que existe un niumero real que cumple con una cierta propiedad, basta con
exhibir algiin objeto matematico que sea niumero real y que cumpla con la propiedad
(suena obvio, pero a veces no lo es tanto).

Demostracién: (Existencia) Como a y b son nimeros reales, se cumple:

» Existe (—b) € R (por A3) tal que |b+ (—b) =0].

» ComoaeRy (—b)eR, (por AO) es cierto que |a + (—b) € R|.

Ahora, veamos si a + (—b) cumple con la propiedad:

[a+ (=b)]+b=a+[b+ (-D)] /(A1) Asociatividad
=a+0 /(A3) Inverso de b
=a /(A2) Neutro aditivo

Por lo tanto, existe ¢ = a + (—b)| tal que ¢+ b = a.

(Unicidad) Ejercicio o.

OBS: A primera vista, parece algo magico que se nos haya ocurrido que ese nimero ¢ = a + (—b) iba
justamente a ser un buen candidato para cumplir la propiedad.

En realidad, cuando uno no sabe cémo partir para demostrar algo, se puede hacer una
pre—demostracién (mejor llamada BORRADOR) en la que partiremos de lo que queremos demostrar
y aplicaremos axiomas “al revés” hasta dar con algo que sepamos que es verdadero (o que se pueda
demostrar més facilmente).

BORRADOR: c¢+b=a /+ (=b)
= (c+b)+(-b) =a+(-b) /(A1) Asociatividad
—c+[b+(-b)]=a+ (-b) /(A3) Inverso de b
—c+0=a+ (-b) /(A2) Neutro aditivo

= |c=a+ (b /Nuestro candidato mégico

OBS: No olvidarse de que un borrador no es una demostracién.
El borrador debiera ir escrito antes de la demostracién.

En general, es buena practica escribir borradores, pues asi un profesor podra ver cémo se le ocurrié
el inicio de la demostracién (no sea mago, sea buena gente).

Una vez que hemos demostrado que un objeto matematico es tinico, podemos darle un nombre. Por
ello, en adelante escribiremos ‘ a—b=a-+(-b) ‘ (Definicion de resta o diferencia entre a y b).

8. Dados a,b € R con b # 0, la ecuacion z - b = a tiene solucién tnica en z.
Demostracién: Ejercicio.

Una vez que hemos demostrado que un objeto matematico es tinico, podemos darle un nombre.

o a _ ., L., .
Por ello, en adelante escribiremos 7= ab~!|. Esta es la definicién de la divisién o cuociente entre

ayb.Notarque%za:bza/b.
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9. La ecuacién z + z = x tiene como solucién tnica a z = 0.

Demostracién: (Existencia)

x = 0 es solucién, pues 0 + 0 = 0.

Demostracién: (Unicidad) Suponer que existe z* € R,z* # 0 tal que z* también es solucién de la
ecuacién. Con ello, se tiene: Método 2:

1.6.

1.

10.
11.
12.

13.

¥ =z"+0
=z* + [z¥ + (—z")]
= [z* + 2¥] + (—2¥)
=a* + (—z%)
=0

/(A2) Neutro aditivo
/(A3) Inverso de z*
/(A1) Asociatividad

JHIPOTESIS
/(A3) Inverso de z*

Por lo tanto, la 1inica solucién de la ecuacion x +x =x es x =0 o.

Ejercicios

Usando los Axiomas de Cuerpo, demuestre las siguientes proposiciones (en cada paso,
es bueno que indique el axioma que esta utilizando):

—0=0

. YaeR [—(—a) =d]

Vae R — {0} [(a™")"! =a]
VaeR [a-0=0]

. Ya,beR [a(—b) = —(ab)]

Va,b,ce R [a(b— ¢) = ab — ac]
[ab=0=—0a=0vb=0]
Vz,y eR [—(z +y) = (—z) + (—y)]
Vo eR [(—1)z = —x]
(-D(=1)=1

2

r“'=0=2x=0

Vr,y € R [(—2)(~y) = zy]

r#0Ay#0= 2y #0

14

15.
16.
17.
18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

Yo,y e R—{0} [(ay) ' =2ty 1]
Vr,ye R [(z + y)? = 2% + 2zy + 3]
[(z+y)=0A(z+2)=0=y=12
[y =1Azz=1]—y=2
Vo,yeR [—(z —y) =y — ]

Va,y € R [(z +y)(x —y) = 2° — ]

x2=y2=>a:=y\/x=*y

Va,ce R Vb,d € R — {0}
ra ¢ ac

R R — a.c_
Va,ce R Vb,d € {0} 37 ]

Va,ce R Vb,d € R — {0} Z:fz:ad]

Va,ce R Vb, de R — {0} é+1 =a+b]
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