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Axiomas de Orden de R
Semana del 01 de Junio de 2020

3.1. Axiomas de Orden

Que el cuerpo R de los números reales sea ordenado significa que existe un subconjunto R` Ă R
tal que:

O1. a, b P R` ùñ a` b P R` Clausura de la Adición en R`

O2. a, b P R` ùñ ab P R` Clausura de la Multiplicación en R`

O3. a P R ùñ a P R` _ p´aq P R` _ a P t0u Tricotomı́a (Versión 1)

Para poder aterrizar este Axioma de Orden, veremos algunas definiciones que nos permitirán apli-
carlo posteriormente:

Definición 1: Sea a, b P R. Diremos que a es menor que b si pb´ aq P R`.
(Notación: a ă b).

Definición 2: Sea a, b P R. Diremos que a es menor o igual que b si pa ă b _ a “ bq.
(Notación: a ď b).

Definición 3: Sea a, b P R. Diremos que a es mayor que b si b ă a.
(Notación: a ą b).

Definición 4: Sea a, b P R. Diremos que a es mayor o igual que b si pa ą b _ a “ bq.
(Notación: a ě b).

OBS: Notar que a ą 0 ô 0 ă aô pa´ 0q P R` ô a P R` 6 , R` “ ta P R|a ą 0u
De forma análoga, R´ “ ta P R|p´aq P R`u

Finalmente, notar que a P Rô a P R` _ p´aq P R` _ a P t0u 6 , R “ R` Y R´ Y t0u

3.2. Demostraciones de Orden

1. Si a, b P R, entonces a ă b_ a ą b_ a “ b (Tricotomı́a Versión 2).

Demostración: Hacemos x “ b´ a. Entonces, por O3 se cumple que:

ùñ x P R` _ p´xq P R` _ x P t0u

ðñ pb´ aq P R` _´pb´ aq P R` _ pb´ aq “ 0

ðñ pb´ aq ą 0_´pb´ aq ą 0_ pb´ aq “ 0

ðñ pb´ aq ą 0_ pa´ bq ą 0_ pb´ aq “ 0

ðñ a ă b_ b ă a_ a “ b

ðñ a ă b_ a ą b_ a “ b

6 , a, b P R ùñ a ă b_ a ą b_ a “ b ˝ . (i)
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OBS: Debido a la demostración anterior, podemos reescribir (O3):

O3. a P R ùñ a ă 0_ a ą 0_ a “ 0 Tricotomı́a (Versión 2)

2. a, b, c P R : a ă b ùñ a` c ă b` c.

Demostración:

a ă b ðñ b´ a ą 0

ðñ pb´ aq ` pc´ cq ą 0

ðñ pb` cq ´ pa` cq ą 0

ðñ a` c ă b` c

6 , a, b, c P R : a ă bðñ a` c ă b` c ˝ . (ii)

3. a, b, c P R : a ă b^ c ą 0 ùñ ac ă bc.

Demostración:

a ă b^ c ą 0 ðñ b´ a ą 0^ c ą 0

(O2) ùñ cpb´ aq ą 0

ðñ bc´ ac ą 0

ðñ ac ă bc

6 , a, b, c P R : a ă b^ c ą 0 ùñ ac ă bc ˝ . (iii)

4. a, b, c P R : a ă b^ c ă 0 ùñ ac ą bc.

Demostración:

a ă b^ c ă 0 ðñ b´ a ą 0^ p´cq ą 0

(O2) ùñ p´cqpb´ aq ą 0

ðñ ´bc` ac ą 0

ðñ ac ą bc

6 , a, b, c P R : a ă b^ c ă 0 ùñ ac ą bc ˝ . (iv)

5. a, b, c P R : a ă b^ b ă c ùñ a ă c (Transitividad).

Demostración:

a ă b^ b ă c ðñ b´ a ą 0^ c´ b ą 0

(O1) ùñ pb´ aq ` pc´ bq ą 0

ðñ pc´ aq ` pb´ bq ą 0

ðñ c´ a ą 0

ðñ a ă c

6 , a, b, c P R : a ă b^ b ă c ùñ a ă c ˝ . (v)
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6. a P R´ t0u ùñ a2 ą 0.

Demostración:

a P R´ t0u ùñ a P R` _ p´aq P R`

ðñ a ą 0_ p´aq ą 0

ðñ a2 ą 0_ p´aqp´aq ą 0

ðñ a2 ą 0_´p´aqpaq ą 0

ðñ a2 ą 0_ a2 ą 0

ðñ a2 ą 0

6 , a P R´ t0u ùñ a2 ą 0 ˝ . (vi)

7. Demostrar que 1 ą 0.

Demostración:
1 ‰ 0 ùñ 1 “ 1 ¨ 1 “ 12 ą 0

6 , 1 ą 0 ˝ . (vii)

8. La ecuación x2 ` 1 “ 0 no tiene solución en R.

Demostración: Si x “ 0, entonces 02 ` 1 “ 0 ` 1 “ 1 ą 0, por lo que x “ 0 no es solución de la
ecuación.

Si x P R´t0u, entonces x2 ą 0, por lo que x2`1 ą 0`1 “ 1 ą 0, por lo que x tampoco es solución
de la ecuación.

6 , Ex P R | x2 ` 1 “ 0 ˝ . (viii)

3.3. Ejercicios

Demostrar usando Axiomas y Propiedades vistas:

1. a ą 0 ùñ p´aq ă 0

2. ab ą 0 ùñ pa ą 0^ b ą 0q _ pa ă 0^ b ă 0q

3. pa ă b^ c ă dq ùñ a` c ă b` d

4. p0 ă a ă b^ 0 ă c ă dq ùñ 0 ă ac ă bd

5. a ą 0 ùñ a´1 ą 0

6. 0 ă a ă b ùñ b´1 ă a´1

7. x´ 1 ă x ă x` 1

8. a ă b ùñ a ă
a` b

2
ă b

9. a, b P R ùñ a2 ` b2 ě 2ab

10. a, b, c P R` ùñ

pa2 ` b2qpb2 ` c2qpc2 ` a2q ě 8a2b2c2

11. a, b, c P R` ùñ pa`b`cqpbc`ca`abq ě 9abc

12. a, b P R` ùñ
a

b
`

b

a
ě 2

13. a P R` ùñ a3 `
1

a3
ě a`

1

a

14. a, b P R` ùñ a` b ě 2
?
ab

15. a, b P R` | a ă b ùñ a2 ă b2

16. a ą 1 ùñ a2 ą a

17. 0 ă a ă 1 ùñ a2 ă a

18.
?
a` b ď

?
a`

?
b

19. a3 ` b3 ě a2b` ab2

20. pa ą 1^ b ą 1q ùñ ab` 1 ą a` b
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