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1.1. Axiomas de Incidencia del Plano de Hilbert

I-1 Dos puntos distintos A # B determinan una unica recta [ = AB
I-2 Toda recta queda determinada por dos puntos que pertenezcan a ella.

I-3 Existen al menos tres puntos no colineales (que no pertenecen a la misma recta). Esos tres puntos
determinan al menos un plano.

I-4 Tres puntos no colineales determinan un dnico plano.

I-5 Si dos puntos de una recta estan en un plano, todos los puntos de la recta estaran en el mismo plano
y, ademads, toda la recta pertenece al mismo plano.

I-6 Si un punto pertenece a dos planos, existe al menos otro punto que pertenece a los mismos dos planos.

I-7 Existen al menos cuatro puntos no coplanares (que no pertenecen al mismo plano).

1.2. Axiomas de Orden del Plano de Hilbert

O-1 Sean A, B,C puntos de una recta. Si B estd entre A y C, entonces A # B # C'y B estd entre C' y
A.

0-2 Sean A, C puntos de una recta. Si A # C, entonces existe B entre A y C'y existe D tal que C' esta
entre Ay D.

O-3 Sean A, B,C puntos de una recta. Si A # B # C, entonces uno y solo uno de ellos esté entre los
otros dos.

0O-4 Sean A, B, C, D puntos de una recta, entonces ellos siempre pueden ordenarse de modo que se cumpla:

» Bentre Ay C. = Centre Ay D.
» Bentre Ay D. = C'entre By D.

O-5 (Lados del plano respecto a [) Sea [ recta del plano y A, B ¢ [. Entonces:

s A, B estdn del mismo lado de [ si entre A y B no hay puntos de [.
» A, B estdn del lado opuesto de [ si entre A y B hay al menos un punto de [.
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1.3. Ejemplos de Demostraciones

1. Dos rectas diferentes se intersectan en a lo mas un punto.

Demostracion: Por Contradiccién, supondremos que [ # m y se intersectan en dos (o més) puntos,
digamos A y B. Por , se tiene que A, B € [, por lo que ellos definen a [, mientras que A, B € m, por
lo que ellos también definen a m. Pero por se tiene que A y B pueden determinar una tnica recta,
por lo que I = m. Esto contradice la hipétesis de que [ # m o.

.., dos rectas [ # m se intersectan en a lo mas un punto.
2. En un plano existen al menos tres rectas.

Demostracion: Por , en un plano existen al menos tres puntos no colineales, digamos A # B # C.
En este caso, por diremos [ = j@), m = BC yn= AC.

Parece trivial que las tres rectas son distintas, pero hay que demostrarlo. Por Contradiccién,
supondremos que | = m. Como [ y m estan definidas a partir de A, B, C, se tendria que C € [ o bien que
A € m; luego, los tres puntos son colineales, lo que contradice nuestra hipdtesis basada en .

., en un plano existen al menos tres rectas.

3. (Lados de la recta respecto a O)
Sea [ recta del plano y O € [. Entonces O separa la recta en dos conjuntos, tales que:

» Si P, estan en el mismo conjunto, entonces OPQ@ o OQP o PQO o QPO.
= Si P, no estan en el mismo conjunto, entonces POQ o QOP.

Demostracion: Por , existe un punto A ¢ [. Por , podemos definir m = OA. Por , la recta
m divide el plano en dos lados; en particular, la recta m divide a la recta [ en dos conjuntos (uno en cada
lado del plano).

Ahora, el resto es utilizar los casos dados por :

= Si P, @ estdn en el mismo conjunto, ello significa que estan del mismo lado del plano respecto de
m. De alli se tiene que entre ellos no hay puntos de m. En particular, O no estd entre Py(@, dando
lugar a cualquiera de las cuatro combinaciones posibles.

= Si P, () estan en conjuntos distintos, ello significa que estan en lados distintos del plano respecto de
m. Asi, existe al menos un punto de m entre ellos. Como ademas todo esto se analiza para puntos
de [, el unico candidato que tenemos es O (por Teorema 1). Luego, O esta entre P y @), dando lugar
a una de las dos combinaciones posibles o.

.., un punto O divide a una recta en dos conjuntos (por ahora, llamaremos a estos conjuntos
lados de | respecto de O).

4. Entre dos puntos cualesquiera de una recta existen infinitos puntos.

Demostracion: Sean A, B dos puntos de [. Por , existe C entre A y B; luego, existe D entre
Ay C, y asi sucesivamente.

Parece trivial que este razonamiento es infinito, pero hay que demostrarlo. Supongamos que
existen dos puntos X e Y entre los que no hay otros puntos. Esta sola suposiciéon contradice a a.

., entre dos puntos A, B de una recta existen infinitos puntos. (se define al segmen-
to AB como el conjunto de puntos de [ que estan entre A y B, ademas de los mismos A y B).
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5. Dados los puntos A, As,..., A, €[, ellos se pueden ordenar de modo que: As entre A; y
As, Az entre Ao y A4, ... y A,_1 entre A, >y A,.

Demostracién: Al ser un resultado que involucra n € N puntos, hay que pensar en demostrarlo por
Induccién sobre n.
p(n) : Es posible ordenar los puntos Aj, A, ..., A, €l como se describe.

p(4) : Debido a , es posible ordenar los puntos A1, As, A3, A4 como se describe.

H.I. p(k) : Es posible ordenar los puntos Ay, ..., A; como se describe.
T.I. p(k + 1) : Es posible ordenar los puntos Ay, ..., Ag, Ax+1 como se describe.
Demostracion: Para este punto Ax,q existen posibilidades finitas:

m Ap.q es tal que A estd entre Ax_1 y Ariq
En este caso, ya se tiene lo que se pide.

= Ap.q estd entre Ap_1y Ag
En este caso, bastarfa con renombrar los puntos A} = Ay,..., A} = Ay1 y A1 = Ay y considerar
/ / / /
el orden Aj,..., Ay 1, Ay, Ajiq-
= En cualquier otro caso (es decir, A1 entre A; y Ajiq, con j entre 1 y k — 1), se puede renombrar
los puntos de manera andloga al caso anterior, logrando obtener el orden deseado.

= Ap.q es tal que Ay estd entre Apy 1y As
Nuevamente, basta con renombrar los puntos de la sucesion para conseguir el orden deseado.

.., para todo n € N, dados los puntos A1, Ao, ..., A, €[, ellos se pueden ordenar de modo
que: A, entre A; y A3, As entre As y Ay, ... y A,_1 entre A, sy A,.
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